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第 一 章 “” 交换 环 和 它 的 某 些 性 质 


我 们 假定 读者 在 近世 代数 课程 中 已 经 学 过 环 的 基本 知识 
环 的 定义 , 子 环 ,理想 , 商 环 , 环 的 同 态 和 同 构 , 环 的 同 态 基本 定理 ， 
让 的 直 和 ,中 国 剩余 定理 ,多 项 式 环 ， 主 理想 环 以 及 唯一 因子 分 解 
整 让 等 等 ,在 这 一 章 里 我 们 简要 地 介绍 交换 环 的 某 些 性 质 ,其 目的 
主要 是 明确 我 们 在 本 书 中 采用 的 一 些 术语 ， 同 时 也 介绍 某 些 新 知 
识 ( 素 理 想 和 极 大 理想 ,理想 的 扩张 和 限制 , 环 的 大 根 与 小 根 等 )， 
如 不 声明 ,本 书 中 的 环 均 指 是 具有 勾 元 素 的 交换 环 ， 


$ 1.1 理想 的 运算 


设 和 是 环 吾 的 理想 , 则 
a+b=fa+blaEa,pEby 

也 是 环 瑟 的 理想 ， 叫 作 是 理想 a 和 昌 的 和 ， 这 也 是 环 丸 中 同时 
包含 a 和 8 的 最 小 理想 如果 a+b 一 中 , 则 称 理想 与 b 互 素 . 
类 似 地 , 对 于 环 已 的 任意 一 个 理想 族 ui(iE 刀 , 其 中 了 可 以 是 有 
限 或 无 限 集 合 , 则 定义 它们 的 和 为 

于 w= { 王 sleew(iE ,并 且 只 有 有 限 个 os 中 
这 是 环 天 中 包含 所 有 (ic 刀 的 最 小 理想 . 

另 一 方面 ,对 于 环 尽 的 任意 理想 族 aiE 7) ,它们 的 (集合 论 
的 ? 交 和 oa 是 五 的 理想 , 叫 作 是 诸 理想 mi(iE7I) 的 交 ， 它 显然 是 
包含 在 每 个 理想 u(iE 7) 之 中 的 最 大 理想 ， 

设 a 和 日 是 环 玉 的 两 个 理想 ,集合 


={ 限 和 于 colcEeaocoj 


oa 让 汪 扩 Re 


也 是 环 器 的 理 扯 , 叫 作 是 理想 a 与 b 的 积 ， 由 于 于 让 交换 环 ， 容 
易 推 得 理想 的 积 运算 满足 交换 律 , 即 ab 一 ba， 并 县， 任意 有 限 多 
个 理想 QQ02，。 "3)Qn 的 乘积 是 


aas ou 一 人 有 限 和 王 ouas assEauGsjsm 


特别 地 .对 于 理想 a 可 以 定义 它 的 害 0 :aa .aa 个 )， 而 规定 
aq 一 瑟 . 
易 知 abSamb, 但 是 反 过 来 则 不 一 定 成 立 ( 见 习题 5) 
设 a 和 昌 是 环 已 的 两 个 理想 ,定义 和 a 对 于 ， 的 商 为 
(0:D) 一 {ZE 太 17bSo)}， 
其 中 zb={zal2cEb}， 易 知 (a:5) 是 五 的 理想 ， 而 当 a 或 5 是 主 
理想 时 , 娄 a=(a) 王 9 已 ,6 一 (0) 一 02 民 (Ca 入 玉 ) 时 ,我 们 也 记 成 
(a:b)-=((a):b)，(a:D) 一 (a: (8))。 
特别 地 ， 

(0:5) -一 (ZERR1zb=(0)》-=={ERRipx 一 0， 对 每 个 ED . 
我 们 把 (0:b) 叫 作 是 b 的 零 化 理想 ,并 且 表 示 成 Ann(5)。 而 对 环 
巡 中 的 每 个 元 素 sa ,4 的 堆 化 理想 即 指 为 主 理想 (a) = 王 2 五 的 零 化 
理想 , 记 成 Ann(a)， 于 是 

Ann(a)=(0:a)={zERizya=0)。 

如 果 Ann(a)s 关 (0)， 我 们 称 a 是 环 尺 中 的 一 个 零 因子 ， 换 
名 话说 ,a 是 环 瑟 的 零 因子 , 当 且 仅 当 存在 瑟 中 非 零 元 素 使 得 
4 一 0. 对 于 每 个 非 零 环 玫 ( 即 召 关 (0))，0 显然 是 一 个 零 因 子 ,如 
果 环 下 关 (0) 并 且 没 有 0 以 外 的 零 因 子 , 我 们 便 称 已 是 一 个 整 环 ， 

以 上 上 我 们 介绍 的 理想 之 间 的 运算 (和 , 交 , 积 , 商 ) 均 是 同一 个 
环 玉 内 理想 之 癌 的 运算 . 现在 谈 不 同 环 中 理想 之 间 的 运算 , 理想 
的 扩张 和 限制 ， 设 4 和 刁 是 两 个 环 ，7 :4 一 五 是 环 的 同 态 ， 如 果 
0 为 4 的 理想 . 则 集合 了 (Ca) 一 般 不 必 为 互 的 理想 ( 试 举 一 例 )， 我 
们 把 fo 在 瑟 中 所 生成 的 理想 


(oOB= 人 有限 和 邢 wyi| nmEf(o),yEB 


串 作 是 4 中 理想 q( 通 过 同 态 力 到 环 妃 中 的 扩张 .或 者 叫 作 是 0 
在 刁 中 的 扩张 理想 ,表示 成 *， 另 一 方面 ,如 果 b 是 环 召 的 理想 ， 
则 
f-!(b)={acE47(a)Eb} 

必然 是 环 4 的 理想 ( 试 证 明之 ) , 称 作 是 环 已 中 理想 5( 通 过 同 态 力 
到 环 4 中 的 限制 ,或 者 叫 作 是 8 在 4 中 的 限制 理想 ， 表 示 成 ， 
我 们 注意 ,理想 的 扩张 和 限制 运算 不 仅 与 环 4 和 瑟 有 关 , 而 且 是 依 
赖 于 某 个 环 同 态 六 4- 巨 的 特别 车 4 是 互 的 一 个 子 环 ， 而 且 
厂 4 一 已 是 包含 映射 〈 即 对 于 每 个 acE4， 令 fa)=aEB)， 则 
4 一 0 有 ,5 -bb 人 4， 


上 面 所 介绍 的 理想 之 间 的 各 种 运算 具有 一 些 简 单 的 性 质 .， 这 
些 性 质 几 平均 可 由 运算 的 定义 直接 推出 ， 我 们 将 它们 全 部 作为 习 
题 列 在 下 面 。 


习 题 


1. 环 丸 中 理想 的 和 、 交 , 积 运算 均 满 足 交 换 律 与 结合 律 ， 并 且 有 如 下 的 
分 配 律 ， 设 a,b, 为 六 的 理想 , 则 
a(b 十 c) 一 ab 十 ae。 
2. 设 o,5b,f,ai)b, 均 为 环 玉 的 理想 , 则 
as(a:b),(a:b)5Sa。 
((a:0) :co 一 (abc) 一 (Ca:c):6)。 
(a:(b 十 c)) 一 (a:b) 记 (ac)。 


(nai:e )= ai:b， (ae: 开 pb)= mao， 
3, 设 廊 4 一 吾 为 环 的 同 态 ,a 和 5 分 别 是 环 4 和 五 中 的 理想 ,求证 ， 


ee 3 。 


(GD) acace,b 二 bb 一 be，acace. 

(2) 以 C 表示 4 中 全 部 限制 理想 ， 以 妃 表 示 了 3 中 全 部 扩张 理 急 , 即 

C={615 为 环 巨 的 理想 } ， 召 一 ta 为 环 4 的 理想 }。 

则 太 CO 一 已 ，arya 和 8: 天 ~>C,br>b 是 互 道 的 映射 。 从 而 给 出 集合 C 和 集 
合 召 之 间 的 一 一 对 应 。 

4. 设 庆 4 一 瑟 为 环 的 同 态 ,aa: 为 4 的 理想 ,bi,b: 为 呈 的 理想 ， 则 

(@ 十 9 一 0 十 a2 ，(b 十 b) 之 6 二 58。 
《@ 有 as 宇 必 站 02 (6 站 bb 和) 一 时 站 5。 
(alias) 一 Q?a2，(〔(bb:) 之 67.08。 


《aa 三 (af:02)， (bb 三 (bi:55 )。 


并 且 举 例 说 明 以 上 诸 式 中 的 三 或 三 一 般 均 不 能 改 成 等 号 。 

5. 设 乙 为 整数 环 ,mm E 忆 Mn，m200=7Z5 一 了 万 。 求 证 

(1) ab= (和 2)Zamnb 一 En 也 ,08 王 mx 其 中 (2) 和 [mo ] 分 
别 表 示 和 和 半 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 。 

(2) a 和 b 互 素 人 之 (mm) 王 1 和 >ann 一 ap。 

《3)7 (9a:5)=4Z， 其 中 &=2AC2，) 

6. 一 般 地 ， 设 a 和 "是 环 只 的 两 个 理想 ， 则 ，9 与 5 互 素 生 0 站 pb 一 
ab 

7. (中 国 剩 余 定 理 ) 设 ao …,a* 是 环 环 的 ”个 理想 ,并 且 它 们 两 两 互 
素 。 求 证 有 环 的 同 构 

玉 尾 /an asSR]a 四 Ra 四 四 Ra， 

2(modo 门 nas)rzmod al)，z(nodas)，… Znmnoda))， 
其 中 由 表示 环 的 直 和 ,而 对 每 个 理想 a 和 zE 忌 ,我们 以 yz(moda) 玫 示 xz 在 
高 环 R/a 中 的 标准 同 态 象 。 


$ 1.2 素 理 想 和 家 大 理想 


设 瑟 是 非 零 环 ,关中 的 理想 了? 叫 作 是 束 理 想 ， 是 指 它 满足 以 
下 两 个 条 件 ， 
(iD pssR3 


ea 有 


(ii) 如 果 aoER,apcp, 则 ccEhp 或 者 5Ep， 

而 巡 中 理想 同志 作 是 极 大 理想 ,是 指 它 满足 以 下 两 个 条 件 ， 

(7 ms 

(ii m 和 瓦 之 间 不 存在 姜 的 理想 ， 换 句 话 说， 如 果 是 于 
中 的 理想 并 且 mSaS 已 则 aa 一 mm 或 者 a 一 玉 。 

定理 1 设 a 是 非 零 环 五 的 理想 , 则 

(1) a 为 下 的 素 理 想 生 > 商 环 尽 /a 是 整 环 ; 

〈《2) a 为 尽 的 极 大 理想 所 之 商 环 R/a 是 域 

证 明 (1 若 a 为 瑟 的 素 理想 ， 则 a 兰 刁 ， 从 而 必 /aa 不 是 零 
环 . 进 而 , 设 亏 ,7ER/a(z,y ERR) ,并 且 元 .了 一 DER/a, 则 2yY 一 
,了 一 5, 从 而 xy Ea。 由 于 为 素 理想 , 从 而 xEa 或 者 yEa， 即 
=0 或 者 了 Y=0. 这 就 表明 R/a 中 没有 非 零 的 截 因 子 , 即 Ra 是 
整 环 ， 反 过 来 ,如 果 妨 ja 为 整 环 , 则 已/ass(0), 即 ao 关 尽 。， 进而 ， 
如 果 zx,yE 玉 ,zyEoa, 则 元 了 = zy 一 5ER/a, 由 于 R/o 是 整 环 ,从 
而 元 =0 或 者 了 = 一 0, 即 Eua 或 者 yEa, 这 就 表明 a 是 已 的 素 理 
想 。 

(2) 车 为 五 的 极 大 理想 , 则 羽 /as(0) ,并 且 对 于 五 /a 中 每 
个 非 零 元 素 却 ( 即 关 0,zER)， 则 xx 气 a。 于 是 由 > 和 所 生成 
的 理想 x+a 大 于 a。 由 的 极 大 性 即 知 z 刀 + ea 一 五 。 由 于 1E 
玉 , 从 而 存在 *E 玉 和 ecEa， 使 得 xzr+ae=1， 因 此 元 .了 一 27 一 
1 一 a= 工 一 志 = 工 -0= 工 ER/a， 这 就 表明 非 零 商 环 鼠 /a 中 每 个 非 
零 元 素 未 均 有 乘法 逆 元 素 . 于 是 玉 /a 为 域 。 反 过 来 ,如果 有 尽 /a 为 
域 , 则 鼠 /ass(0) ,于 是 ass 尽 。 进 而 ,假设 8 为 总 的 理想 并 且 aS 
5 三 下， 如 果 ass5, 则 有 >Ebyz 冬 a。， 从 而 在 到 /a 中 天 闪 0。 由 于 
尽 /a 为 域 , 于 是 有 7 和 下， 使 得 元 7= 工 即 zr 一 1Ea。， 于 是 1Exr 
+aSy 刀 +aSb， 这 就 表明 b= 刁 ， 从 而 是 忌 的 极 大 理想 . 上 

注 记 1. 我 们 知道 , 域 中 非 零 元 素 上 = 均 有 乘法 逆 元 素 ， 从 而 
z 不 为 零 因子 (z7=037>=z7 27 一 0)， 这 表明 域 必 是 整 环 ， 于 是 


由 定理 1 可 知 , 环 五 的 每 个 极 大 理想 必然 是 未 理想 。 但 是 反 过 来 ， 
素 理 想 不 一 定 是 极 大 理想 ， 例 如 ,对 于 多 项 式 环 召 =Z[z],(z) 为 
素 理 想 , 从 而 ZF[zJ/z) 乙 是 整 环 ,但 是 己 不 为 域 ,从 而 (z) 不 是 
尽 的 极 大 理想 事实 上 我 们 有 (zx)C(2,7)CZ[zZ]， 而 (2,z) 为 
Z[z] 的 极 大 理想 ,因为 商 环 Z[x]/(2,z) 兰 Z/22 是 二 元 域 ， 

2. 由 定理 1 可 知 : 《0) 为 环 五 的 素 理 想 拓 > 忆 为 整 环 ，(0) 
为 五 的 极 大 理想 拟 五 为 城 . 


人 人 们 自然 会 提出 一 个 很 基本 的 问题 ， 每 个 非 零 环 是 否 至 少 存 
在 一 个 极 大 理想 和 素 理 想 ? 答案 是 肯定 的 .为 了 证 明 这 一 点 ， 我 
们 需要 用 集 含 论 申 一 个 重要 结果 , 叫 作 Zorn 引 理 . 因为 今后 我 们 
不 断 地 使 用 它 ,所 以 我 们 现在 介绍 什么 是 Zorn 引 理 ,关于 它 的 证 
明和 一 些 等 价 形式 请 参看 集 含 论 的 书 . 

集合 上 的 一 个 二 元 关系 么 叫 作 是 二 上 的 一 个 部 分 序 ， 是 
指 关 于 入 满足 以 下 三 个 条 件 ， 对 于 任意 x,y;jzEz， 

(iD ys23 

(ii) 如 果 z 委 yy 和 7 ， 则 2 一 y; 

(和 证) 如果 xz 委 yyy 委 2， 则 xx 去 2 
这 时 称 ( 卫 ,和 ) 是 一 个 部 分 序 集合 。 所谓 “部 分 ”的 意思 是 指 ,在 也 
中 可 能 有 元 素 *,y ,使 得 zy 和 yY 闪 2 均 不 成 立 ， 如 果 是 这 种 情 
形 , 则 称 > 和 y 是 不 可 比较 的 ， 否 则 , 即 如 果 zx 和 y 或 y 和 z 至 少 
有 一 个 成 立 ， 则 称 > 和 y 是 可 比较 的 ， 设 王 ' 是 部 分 序 集合 〈z， 
委 ) 的 一 个 子 集 含 。 如 果 ' 中 任意 两 个 元 素 均 可 比较 ， 则 称 三 - 
是 一 个 链 . 三 中 元 素 z 叫 作 是 子 集合 互 ' 的 上 界 ,是 指 对 每 个 sE 
也/ 均 有 s 所 yw， 瑟 ' 中 元 素 2 叫 作 是 于" 的 一 个 极 大 元 ， 是 指 对 于 
互 ' 中 每 个 与 z 可 比较 的 元 素 y ,必然 y 生 zy。 


Zorn 引 理 ” 设 (,<) 是 非 空 的 部 分 序 集 合 ， 如 果 亏 中 每 个 
6， 


链 在 二 中 均 有 上 界 , 则 之 必 有 极 大 元 . 


现在 我 们 用 Zorn 引 理 来 证 明 非 零 环 中 极 大 理想 的 存在 性 . 
我 们 甚至 可 以 证 明 更 强 的 结果 . 

定理 2 ” 设 a 是 非 零 环 玉 中 的 真理 想 ( 即 ao 关 RN) ， 则 下 中 存 
在 极 大 理想 m ,使 得 mm 三 a， 

证 明 ”考虑 集合 

三 一 {b1lb 为 五 的 理想 , 且 a 三 bs 有 R}， 
由 于 aEz，, 从 而 翌 是 非 空 集 合 ， 集合 论 的 包含 关系 三 显然 是 辽 
中 的 部 分 序 ,从 而 ( 乙 ,E ) 是 非 空 部 分 序 集合. 设 王 ' 是 之 中 的 一 
个 和 。 令 一 局 。( 集 合 论 的 并 集 )， 我 们 来 证 明 
5 所 

〈(UD "是 辟 的 一 个 理想 ,这 是 因为 ,如果 ”li,zsEc, 由 上 的 定 
义 可 知 有 btybsEz' ,使 得 ziEbiyazEbz, 由 于 之 为 链 , 于 是 biS 
5; 或 者 bbSbi， 从 而 xl 和 zs? 或 者 均 属 于 bi 或 者 均 属 于 b。 因 
此 zissxyaEbiUbsSec， 则 样 地 ,如 果 7EzrEc, 则 有 bE' 使 
得 yEb、 由 于 ' 中 成 员 b 是 理想 ,从 而 7YzEbS'e。 这 就 表明 
是 五 的 理想 ， 

(ii) aScss 瑟 .asc 显然 成 立 . 另 一 方面 ,如 果 “一 尼 , 则 1 工 算 
c, 于 是 有 b EY 使 得 1 Eb, 即 = 如 .这 与 bEZ SS 以 及 辽 
的 定义 相 了 矛盾， 因此 "天 刁 . 

综合 (和 ( 计 可 知 cE 三 并且“ 显然 是 链 王 ' 的 上 界 。 于 是 
( 卫 ,三 ) 满 足 Zorn 引 理 条 件 。 从 而 必 有 极 大 元 mm、 于 是 m 也 
就 是 五 的 极 大 理想 并 且 m 三 0. 和 

注 记 1. 由 于 每 个 极 大 理想 均 是 素 理想 , 从 而 由 定 还 2 可 
知 , 非 零 环 的 每 个 真理 想 均 包含 在 某 个 素 理 想 之 中 ， 

2. 在 定理 2 中 取 a= (0), 即 知 每 个 非 零 环 都 至 少 存在 一 个 
航 大 理想 ,从 而 也 必然 存在 素 理 想 ， 


和 


今后 我 们 以 Spec 必 表示 环 刁 的 全 部 素 理 想 组 成 的 集合 ,把 
它 吓 作 是 环 五 的 素 谱 . 而 于 的 全 部 极 大 理想 组 成 的 集合 叫 作 是 
环 忆 的 极 大 谱 , 表 示 成 Max 鼠 . 于 是 , 对 于 每 个 非 零 环 召 , 我 们 
有 人 Max 天 SSpec 天 。 


定义 ”只 有 一 个 极 大 理想 的 非 零 环 叫 作 是 局 部 环 . 只 有 有 限 
个 极 大 理想 的 非 零 环 时 作 是 半 局 部 环 . 

如 果 怪 为 局 部 环 , 中 是 它 的 唯一 极 大 理想 , 则 这 个 局 部 环 也 表 
成 为 ( 妃 ,m). 域 召 /m 叫 作 是 局 部 环 的 剩余 类 域 ， 下 面 定理 给 出 
局 部 环 的 另 一 些 很 有 益 的 刻画 方式 (注意 : 环 忆 中 乘法 可 道 元 叫 
作 是 环 召 的 单位 . 环 玫 中 全 部 单位 形成 乘法 群 , 叫 作 是 环 妃 的 
单位 群 ,表示 成 Z( 忌 )). 


定理 3 设 五 为 环 而 站 是 丸 的 真理 想 ， 则 下 列 三 条 件 是 
彼此 等 价 的 : 

(1) 五 为 局 部 环 并 且 是 它 的 唯一 极 大 理想 ; 

(2) 玉 一 由 一 忆 ( 轨 ); 

(3) 是 五 的 极 大 理想 并 且 1+mSC(BR)， 

证 明 (1) 祁 (2)， 由 于 中 是 真理 想 , 从 而 搓 不 能 包含 单位 
(注意 :ED 有 ) 乓 >() 一 下 )， 于 是 忆 一 由 过 尽 (ED) . 另 一 方面 ， 
对 于 每 个 元 素 &E 忆 一 7( 瑟 ), 则 (%) 为 召 的 真理 想 , 从 而 (%) 包 含 
在 已 的 某 个 极 大 理想 之 中 (定理 2 ). 但 是 忆 只 有 一 个 极 大 理想 
m ,于 是 (三 mm 特别 地 2Em。 从 而 五 一 加 ( 瑟 )Sm。 这 相当 于 
天 --mED()， 从 而 于 一 mn 一 (有 )。 

(2) 祁 (3): 由 再 一 由 一 D() 可 知 1 冬 和, 从 而 瑞 是 真理 想 . 
由 于 比 m 大 的 理想 必然 包含 单位 , 即 必 然 是 召 , 从 而 由 是 至 的 极 
大 理想 ， 再 用 反 证 法 证 明 1 mmED( 羽 )， 如 果 存 在 Em， 使 得 
I++ 7 和 CR) 则 由 太一 mL) 可 知 1+ 和 Em。 于 是 1Em， 


ee 站。 


这 不 可 能 ， 从 而 1+mED( 忆 )， 

(3) 沁 (1):， 只 需 证 明 天 只 有 一 个 极 大 理想 m. 设 m“ 是 了 九 
的 任意 一 个 极 大 理想 . 如 果 央 由 ,由 于 mm 和 章 均 是 极 大 理想 ， 
并 且 m' mm。 从 而 m'+m= 刁 ， 于 是 有 7Em Enm ,使 
得 +m =1， 于 是 一 1--mE 1T+mE(R)， 从 而 m“ 一 已 
这 就 导致 矛盾 . 于 是 mm=m“, 即 mm 是 玉 的 唯一 极 大 理想 . 下 


例 1 整数 环 Z 为 主 理想 整 环 ,每 个 理想 均 有 形式 2%Z (CnE 
Z ,2% 关 (0) .不 难 验证 ，Z/nZ 为 整 环 拓 2>2 一 0 或 者 素数 ，Z/zZ 为 
域 和 >" 为 素数 ， 于 是 MaxZ={2Z|z 为 素数 }， 而 SpecZ 一 
MaxZU1{1(00) 

例 2 设 和 为 正 整数 ,考虑 环 Z/mZ. 设 和 如 =2D9 2 是 
u 的 素 因 子 分 解 式 , 其 中 2 …，2。 是 两 两 不 同 的 素数 ,而 wi1 
4sti<s)， 由 环 的 同 态 定理 可 知 Z/mZ 的 每 个 理想 均 有 形式 
2Z1/ 2Z .其 中 2 并且 (Z/mZ)MZVmZ) 关 ZJ/nZ. 从 而 2Z1 mr 
为 Z/mZ 的 素 理 想 所 ->Z/2Z 为 整 环 >2 为 素数 乓 >Z1/NZ 
为 域 人 >7ZV]mZ 为 Z1]7Z 的 极 大 理想 . 从 而 Max (Z/mZD) 一 
Spec(Z/7Z)={PZ/mZ11Isi 和 s}， 并 且 Z/ mmZ 站 人 
为 某 个 素数 的 笑 ( 即 s=1)， 

例 3 上 面 例 2 的 Z/mZ( 沁 1) 为 半 局 部 环 ， 更 一 般 地 ,每 
个 有 限 环 均 是 半 局 部 环 ， 因 为 它 的 子 集 只 有 有 限 多 个 。 从 而 极 大 
理想 也 只 有 有 限 多 个 . 

进一步 的 例子 请 见习 题 。 


习 题 


1. 设 p 是 世 的 理想 。 求 证 :? 为 下 的 素 理 想 拓 > 对 于 斑 的 任意 两 
个 理想 ae 和 bb, 如 果 abEp, 则 na 三 p 或 者 5S?p 


2. 设 a 是 环 五 的 理想 ,而 癌 ，…pu 是 已 的 素 理 想 。 如 果 as 局 pi, 求 
站 
证 存在 交 1 入 ; 委 ) 使 得 aspi。 
号 设 和 是 环 瑟 的 素 理 想 ,而 QQn 是 的 理想 。 如 果 9 一 人 ai 
省 


求证 有 ;i(01<; 魏 四 ) 使 得 P= 一 ov。 

4. 求证 (含有 勾 元 素 的 交换 7) 有限 环 中 每 个 素 理想 必 是 极 大 理想 ， 

5. 求证 : 主 理想 环 中 的 非 零 素 理想 必 是 极 大 理想 ， 

6. 设 冻 为 成 。 

(1) 试 决定 多 项 式 环 &Lz] 的 素 谱 和 极 大 谱 。 

(2) 设 frJEKFz], 试 决定 环 RELxz]/(Cf) 的 素 谱 和 极 大 谱 。 

7. 如 果 x 是 局 部 环 中 的 竺 等 元 ( 即 阅 一 zy) ,求证 x=0 或 老 y 一 1， 

8. 环 互 叫 作 是 布尔 环 , 是 指 互 中 每 个 元 素 均 是 寡 等 元 。 求 证 在 布尔 环 
百 中 ， 

(1) 对 于 每 个 元 素 vE 互 均 有 27z 一 ?。 

(2) 五 中 素 理想 均 是 极 大 理想 ,并 且 B/p 是 二 元 域 ， 

《3) 如 的 每 个 有 限 生 成 理想 均 是 主 理想 。[ 提 示 , 证 明 (a,8) 一 (十 B 十 
十 Gp)] 

9. 设 庆 4->B 为 环 的 同 态 。a 和 分 别 为 4 和 了 的 理想 。a"= 
了 (ao)3，p= 太 (bb)。 求 证 ， 

(1) 车 bESpec 忆 , 则 pbESpec4s 

《2) 若 aESpec 4, 则 不 一 定 acESpec 万 。 

如 果 将 Spec 4 和 Spec 改 成 Max 4 和 Max 已, 那么 情况 如 何 ? 

10， 设 刀 =RLzb zs 是 成 上 关于 4 个 文字 wznw(n1) 的 
多 项 式 环 . 求证 Spec 鼠 王 Max 丸 U{1(0)) 乓 -7 一 1。 

11， 用 Zorn 引 理 证 明 : 非 零 环 中 必 存 在 极 小 素 理想 。 (P 叫 作 是 环 妨 的 
极 小 素 理 想 , 是 指 PESpec 瓦 ,并 且 若 PESpec 互 同时 凡 三 六 则 必然 六 =p。) 

12， 设 ai，……，av 是 环 已 的 个 理想 ,并 且 oj ……，,a, 两 两 瑟 素 ,求证 


$ 1.5 大 根 和 小 根 


设 a 是 环 五 的 理 钼 .定义 集合 
Ta ={zcej 存 在 正 整 数 ”， 使 得 zcEoa}， 
定理 4 (1) 7 ua 是 环 忆 的 理想 
(2) 当 a 关 已 时, Yu 是 五 中 包含 6 的 所 有 素 理想 的 交 , 即 
Ya= 人 人 


世 ESpec 
二 a 


证 明 ”我 们 只 需要 证 明 ( * ) 式 ， 因 为 显然 Y 尼 = 玉 ， 并 且 当 
ass 玉 时 ， 由 (* ) 式 知 Y na 是 一 些 素 理想 之 交 ， 从 而 Y 9 为 理 
在 朋 

将 (* ) 式 右边 记 为 n .上 先 证 asn。， 如 果 了 ETa， 则 由 
定义 知 存在 整数 ?1 使 得 关 Eo， 从 而 对 每 个 素 理想 p 三 a, 均 有 
JEph。 于 是 了 Ehb。 从 而 fEn。 这 就 证 明了 7 an En， 

再 证 YaEn， 假 如 jg a 我 们 只 要 证 明了 En 即 可 . 为 
比 考 虑 集合 

了 = {R 的 理想 "| 三 o, 并 且 对 每 个 正 整 数 上 均 有 轧 筷 中。 
由 各 W a 可知 aE 宇 从 而 卫 是 非 空 集 合 . 设 卫 ' 是 部 分 序 集 
(也 ,三 ) 的 一 个 链 。 可 以 象 定理 2 证 明 中 一 样 推 得 人 是 五 
的 理想 ， 并 且 eE3 (因为 显然 有 ea。 并 且 若 PEe, 则 有 
cE3' 使 得 关 Ee', 而 这 与 扩 E 卫 相 了 矛盾 )。， 于 是 为 马 ' 的 上 
界 ， 利用 Zorn 引 理 可 知 集 合 卫 有 极 大 元 p, 我 们 来 证 ? 是 至 的 
素 理 想 ,- 假设 * ,y 拟 p, 则 理想 * 忌 +hp 和 y 玉 +p 均 大 于 ph。 由 于 
p 是 五 中 极 大 元 ,因此 zx 五 +pP 和 yB+p 均 不 属于 互 ， 于 是 有 
mil1, 使 得 fmEzB+b,frEy 有 HT 从 而 FinE(rR+b) 
(Yy 忆 +PD) 一 2Yy 刁 +P， 这 就 表明 xyp (否则 若 zyEp 便 有 
jn"teEp, 而 这 与 phE 了 互相 了 矛盾 )。 于 是 bp 为 素 理想 ， 


e 1 。 


ge 


由 于 pe ,从 而 gp 注意 b2u, 从 而 便 有 六 人 n。 这 就 证 
明了 1 an， 二 是 Ya nl 


定义 ” 称 Y oa 为 理想 的 根 .特别 地 
KTC07-{xE 玉 | 存在 整数 ">1, 使 得 z" 一 0 
= 刁 中 害 零 元 全 体 = 们 pp (定理 4)， 


p 筷 Spec 天 

我 们 把 (00 ) 叫 作 是 环 五 的 桂 零 根 (因为 它 是 忆 中 客 零 元 素 全 
体 所 组 成 的 理想 ) ,并 且 记 为 六 ( 忌 )， 由 定理 4 , 它 也 是 刁 中 全 体 
素 理 想 之 交 。 与 此 类 似 , 我 们 还 有 环 玉 中 另 一 个 理想 

r(B)= 和 站 nm. 

mmEMax 玉 

如 7( 召 ) 是 环 刀 中 全 体 极 大 理想 之 交 , 叫 作 是 环 尽 的 Jacobson 
根 ， 由 于 Spec 瓦 己 Max 六 ,可 知人 (五 ) 三 r( 瑟 )。 所 以 我 们 今后 
更 形象 地 把 Y( 忆 ) 和 (至 ) 分 别 叫 作 是 环 五 的 小 根 和 大 根 . 下 面 
给 出 大 根 的 另 一 种 刻画 方式 . 


定理 5 7( 五 )={zER|11 一 * 届 三 Z( 忆 )}， 

证 明 ”将 上 式 右 边 记 为 sa。 如 果 名 a, 则 存在 yER, 使 得 
1 一 zy 各 过 ( 羽 ), 于 是 1 一 zy 包含 在 五 的 某 个 极 大 理想 吓 之 中 ， 
如 果 Er( 已 ), 则 zzEmn。 从 而 1 一 zy+(1 一 2y)EI。 这 是 不 可 
能 的 。 因 此 对 每 个 > 所 na 均 有 xy 科 7( 忆 )， 这 表明 a 己 7( 豆 ). 

反之 ,如 果 yx 各 (五 ), 则 有 极 大 理想 使 得 wx 冬 币 ， 于 是 “< 召 
二 让 一 玉 . 从 而 有 各 EmyE 于 使 得 zy+ 人 -1 于 是 了 一 ZEin， 
所 以 1--zy 冬 U()。 这 就 表明 各 a。 因 此 又 有 aS7r( 刁 ). 

定理 6 设 aya: 均 是 环 鼠 的 理想 ， 则 


门 二 二 汪 到 二 
(IT) 7 虽 1 Ya， 1 Us 二 日 


ee。 12 。 


(2) Ta 一 导 >= 天 。 

(3) WV 五 -7 

(4) 车 pESpecR, 则 对 每 个 整数 & 关 1 均 有 TH -=H。 

证 明 《1) 读者 自 证 . 

(2》 利用 1 GE 五 即 可 . 

(3) 显然 /Y 王 Ya， 反之 车 *E WV/ 五 , 则 有 w>1 使 得 


xznET oa ,于 是 又 有 和 m1, 使 得 (zcEa。 即 zcEa。 从 而 6E 
Ta ， 即 /YEEYT， 
(4) 显然 有 phEJV 天 ( 因 为 YEb 人 orEpb")， 反 之 , 若 xE 


本 , 则 有 勾 壹 1, 使 得 xz”Eb"Ep, 即 zrEh。 由 于 和 为 素 理想 ,从 
而 vxEp， 即 b 二 Tb” | 


例 考虑 整数 环 Z 和 它 的 理想 mmZ. 对 于 和 =0, 由 于 也 是 束 
环 , 即 等 零 元 素 只 有 0。 从 而 乞 的 小 根 为 (0) ,如 果 双 =1,WCL)= 
HZ =-Z。 最 后 ,如 果 达 2) 设 帮 =Di0 poopD1 2 为 s 个 
不 同 的 素数 ,s>>1,a; 关 1(01s 和 ii 和 s)。 则 由 定理 6 可 知 
TY ZE = Ts57 王 VODD 有 TY 
一 YA 
一 (Di 六 站 (p) 一 (DIDo)。 


关于 W a 的 另 一 些 性 质 请 见习 题 . 


习 题 
1. 设 ae 和 5 为 玉 的 两 个 理想 ， 则 


se 3。 


(GD 5TE= WAa + 

(2) Ia 和 I 5 王 素 和 >a 和 5 互 素 。 

2. 设 a 是 环 忌 的 真理 想 ， 则 ，a=J a ea 是 一 些 素 理想 的 交 。 

3. 整数 环 z 和 多 项 式 环 RLz,，……znwl(R 为 域 ) 的 大 根 是 什么 ? 

4， 求证 CR/N(BR)) 一 (0)。 

5. 以 九 表 示 环 正中 全 体 零 因子 组 成 的 集合 ， 求 证 ， 

D= U AnnCz)。 
污 《 

6. 设 六 4-> 有 为 环 的 同 态 。a 和 分 别 是 4 和 吕 的 理想 。 求 证 ， 

(D (as o ,而 等 式 不 一 定 成 立 。 

(2) (I 6) 一 了 六 

7、 求 证 关于 乐 尺 的 以 下 三 条 件 彼此 等 价 ， 

(D 五 只 有 一 个 素 理想 ; 

(2) 瓦 一 w(CR) 一 TCR)3 

(3) 五 /和 (五 ) 为 域 。 

8. 设 互 为 斌 如 果 zE (BR),yET() ,求证 +yEU(E)。 

9. 设 王 为 环 . f(z) =ao 二 az 十 十 as 和 ERTIzZ]。 求 证 ， 

(D) JE (REFz]) 人 ->aoE TD(B) 并 且 a asEN( 情 )。 

(2) JE (BR[z]) 和 人 >aooa asEN(R)。 

《3) 了 是 已 [ 扫 中 的 零 因 子 亿 > 存在 5E BR,as0, 使 得 中 =0， 

(4) 环 BTz] 的 小 根 等 于 大 根 ， 并 且 均 等 于 W(R)[z]。 

10. 设 思 为 环 ,而 RE[[z]] 是 召 上 的 形式 朝 级 数 环 。 foD) = 之 aonE 
EL[z 困 求证 ， 

(D Je ECR[[z]])<e>aoc TCR)。 

(2) Y(CRF[z]])EN(CR)T[z]]。 试 问 等 号 是 否 一 定 成 立 ? 

(3) 了 属于 RE[z 习 的 大 根 乓 >a 属于 尾 的 大 根 。 

(4) 设 mEMaxR Exz]],m 一 科 帮 羽 , 则 mc EMax 玉 ,并 且 m=(mcz)。 

(5) 玉 中 牌 个 素 理 想 多 是 RE[zj] 中 某 个 素 理想 的 限制 

1L、 如果 储 环 尼 中 对 于 每 个 元 素 gx 均 存 在 mn>1(8 可 能 依赖 于 x) 使 得 
2" 一 YY。 求 证 Max 玉 -=:Spec 已 。 


ee IT 。 


第 二 章 模 论 初步 


模 论 是 现代 数学 中 盒 来 盒 重 要 的 工具 . 它 统一 了 许多 数学 结 
构 . 我 们 在 本 章 中 要 介绍 模 论 的 初步 知识 , 在 以 后 各 章 中 将 要 用 
它 作为 研究 交换 代数 的 基本 工具 . 


S$ 2.1 模 和 它 的 基本 性 质 


定义 ” 设 丸 是 (具有 儿 元 素 的 交换 ) 牙 .集合 于 叫 作 是 环 召 二 
的 一 个 模 或 简 记 为 尺 ` 模 ,是 指 开 是 加 甘 Abel 群 ， 并 且 定 又 了 己 
中 元 素 与 对 引 元 素 的 一 个 乘法 , 即 定义 了 一 个 有 如 射 
尼 x 几 一 MryyFyrzrE 有 (rrE 瑟 rrEH)， 
使 得 满足 以 下 诸 条 件 :对 于 每 个 rsE 五 ,zyEM， 
(1)》 7(Y 十 Y)==7YTTYS 
《2) (T 十 S)X 一 TW 十 S03 
(3) (73)4 一 7(S2%): 
(4) la 和 = 一 《4。(1a 表示 环 忆 的 么 元 素 ) 
其 中 瓦 称 为 这 个 模 的 系数 环 ， 
注 记 ”由 以 于 定义 不 难 推出 ， 
70w 一 0xw0nX 一 0xr (一 7)% 一 一 (74) 一 (一 入)， 
%C7X) 一 (27)3 一 7C2Y) 《对 每 个 2EZ). 
为 符号 简单 起 见 ,今后 我 们 将 下 中 零 元 素 0v, 尽 中 零 元 素 0 以 及 
数 零 均 写成 0 而 不 致 于 引起 混乱 . 


以 下 诸 例 表 了 明 模 这 个 概念 统一 了 许多 代数 结构 . 

例 1 只 有 一 个 元 素 0 的 鼠 - 模 电 作 是 零 模 ,表示 成 (0). 

例 2 设 4 为 任意 加 靶 Abel 群 . 象 通常 那样 ,对 于 每 个 自然 
数 和 和 acE4 令 ma=a+faf.…+a( 个 )， 而 (一 0)a 一 一 02G， 
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04- 0. 不 难 验证 ,对 于 这 种 运算 4 成 为 立 模 。 换 名 话说, 每 个 
Abei 群 均 由 此 种 方式 自然 地 看 成 是 乙 - 模 。 从 而 由 模 论 应 当 给 出 
Abel 群 的 一 些 结果 ( 见 $ 2.7). 

例 3 如 果 妨 是 域 ， 则 上 述 的 五 - 模 定 义 与 通常 线性 代数 中 
“ 域 忆 上 向 量 空间 ”的 定义 是 一 致 的 , 因此 模 论 应 当 给 出 线性 代数 
的 一 些 结 采 ( 见 82.2 和 82.7)。 

例 4 环 丸 本身 可 看 作 是 五 - 模 ， 其 中 模 的 乘法 就 是 环 已 中 
的 乘法 ， 更 一 般 地 ,对 于 环 忆 的 每 个 子 环 4， 妨 均 可 看 成 是 4- 
模 。 例 如 至 Lz]J 可 看 成 是 五 - 横 , 有 理 数 域 Q 可 看 成 是 Z- 模 等 
等 。 另 -- 方 面 , 环 五 的 每 个 理想 0 也 是 玉 - 模 。 例 如 ?Z 是 Z- 
模 。 这 一 切 预 示 着 由 和 横 论 可 以 研究 环 的 性 质 . 

例 5 (系数 环 的 改变 ) 设 了 :4 一 8 是 环 的 同 态 . 如 果 岂 为 
五 - 模 。 对 于 aE4 和 xzYE4 ,定义 az=j(a)z。 请 读者 验证 ， 允 
由 此 而 成 为 4- 模 .. 这 是 改变 系数 环 的 常用 手法 . 

例 6 设 玉 为 环 而 形 为 玉 - 模 。 如 果 a 是 妞 的 理想 并 且 
a 开 一 (0) ,其 中 aq ={arlacoazE2M}. 这 时 我 们 对 于 了 E]a 
(rrE) 和 zyE1 定义 运算 了 mm = . 易 知 这 个 运算 是 可 定义 的 ， 
也 就 是 说 ,由 aW=(0) 不 难 推出 这 个 定义 与 子 中 代表 元 ”的 选取 
无 关 (了 一 57 一 9SEa 汪 (7 一 s)w 一 0>7Tz 一 rw 一 8% 一 50)， 并 且 
由 此 使 W 成 为 如/a- 模 . 

令 Ann(M)={aE 瓦 | 到 =(0)}.， 这 是 环 玉 的 理想 , 叫 作 是 
模 1 的 零 化 理想 显然 Ann(4) 天 =(0)。 如果 Ann(M)=(0) 
( 即 是 九 的 零 理 想 ) , 则 称 是 忠实 尺 - 模 。 换 名 话说 , 1 是 忠实 
怀 - 模 指 的 是 :下 中 元 素 a 如 果 使 sMN=(0), 则 必然 4& 王 0。 由 于 
Ann( 开 ) 玫 =(0)， 从 而 由 例 6 可 知 有 可 看 成 是 尼 /Ann()- 
模 。 不 难 证 明 4 是 忠实 的 尺 /Ann(4)- 模 (习题 4). 


象 群 论 那样 ,我们 也 有 子 模 , 商 模 、 模 的 同 态 和 同 构 等 慨 念 以 
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及 模 的 同 态 基本 定理 . 

定义 设 五 为 环 而 允 为 五 - 模 ， 对 的 子 集 合 YX 如 果 对 于 
3 中 的 运算 形成 五 - 模 , 则 称 六 是 M 的 R- 子 模 . 换 句 话说 ，A 
是 的 五 - 子 模 当 且 仅 当 N 是 MK 的 子 集合 ,并 且 ， 

(CD wyEN 志 ztyEN( 即 N 是 1 的 Abel 子 群 )， 

(2) 7ERzENrzEN( 即 对 于 好 -作用 足 封 闭 的 ). 

例 对 于 Abel 群 4,4 的 Z- 子 模 即 是 4 的 子 群 (这 时 条 件 
(2) 自 然 成 立 , ) 如 果 已 是 域 , 则 羽 - 模 的 丸 - 子 模 丛 好 就 是 已 - 
向 量 空间 y 的 子 空 间 。 如 果 将 至 看 作 是 五 - 模 , 则 由 定义 不 难看 
出 , 妊 的 玉 - 子 模 恰 好 就 是 她 的 理想 . 


设 开 是 五 - 模 而 是 下 的 已 - 子 模 。 根据 定义 , W 是 Abel 群 
到 的 子 群 ,从 而 我 们 有 加 益 商 群 MW/N. 允 /N 中 的 元 素 均 有 形式 
YN(zE 玉 ), 表 未 成 元 .而 加 法 为 亏 + 了 =w+y. 现 在 对 于 7E 
尺 我 们 定义 二 一 Yz 。 由 于 六 是 下 - 模 ,可 知 此 定义 与 到 中 代 
表 元 的 选取 无 关 〈 玛 = 了 人 2 一 yYEN 7--7Y=TCZ 一 y) 所 六 
EN77 = TYy)， 并 且 可 直接 验证 下/X 由 此 而 成 为 玉 - 模 , 叫 
作 是 f 对 于 子 模 V 的 尺 - 商 模 ， 


定义 设 二 和 六 均 为 天 - 模 . 映射 大 玖 一 N 叫 作 是 尺 - 模 
同 态 ,是 指 对 任意 x,yE2 和 7rER, 均 有 

(1) jz+y)=Jz)+fCy)( 即 了 为 加 法 群 的 同 态 )， 

(2) frz)=7f(z)( 即 了 与 已 .作用 可 交换 )， 
如 果 了 又 是 单 射 , 满 射 或 者 一 一 对 应 , 则 它 分 别称 作 是 刁 - 模 单 同 
态 , 满 同 态 或 者 同 构 ， 

从 五 - 模 开 到 忌 - 模 六 的 全 部 已 - 模 同 态 所 成 的 集合 表示 成 
Homa(M ,N). 对 于 jgE HomnstH,V), 我 们 定义 

了 + 有 :用 一 NTB)CT) 一 TD) 人 CCZD)CE 
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直接 可 以 验证 ,如 此 定义 的 jg 仍旧 是 瑟 - 模 同 态 . 并 且 由 此 
使 Homs( 开 ,AN ) 成 为 Abel 群 ,其 零 元 素 即 是 零 同 态 (即将 1 中 
所 有 元 素 均 上映 成 0x 的 同 态 )。 进 而 ,对 于 6E 环 和 了 EHoma( LN ， 
和 ) ,我 们 定义 
:4 一 NAN 站 (zz) 一 zzE1)。 

也 可 直接 验证 "JEHoma(2 ,六 ). 并 且 由 此 使 HomasCM ,WwW) 成 
为 尺 - 模 . 

例 对 于 Abel 群 G 和 瓦 ,Z. 横 同 态 f:G-，* 刀 和 Abel 群 同 
态 是 一 回 事 .从 而 今后 把 Homz(G ,如 ) 简 记 成 Hom (G, 妃 )。 另 
一 方面 ,如 果 刁 是 霹 , 虽 五- 模 同 态 :4 一 六 就 是 线 性 代数 中 定 
义 的 域 豆 上 向量 空间 民 到 向 量 空间 六 的 刀 . 线性 变换 . 


定理 1( 同 态 基本 定理 1) 设 1->V 是 已 - 模 同 态 ， 令 
Kerf = f{z 三 允 11z)-= 中 = 广 !(0)， 
Imf ={fCz)lzcEa)=FH)， 

分 别称 作 是 同 态 了 的 核 和 象 ， 则 

(1 Kerf 是 1 的 已 - 子 模 ,Imf 是 V 的 导 - 子 模 . 

(2) 我 们 有 已- 模 同 构 

了 :MI/KerfsSImf ,7(5)=f(z)(zEM)， 

特别 若 f: M->N 是 已 - 模 满 同 态 , 则 有 刁 - 模 同 构 MKerf 点 N， 

证 明 (1) 由 群 论 知道 Kerf 和 Imy 均 是 Abel 群 . 为 证 它们 
都 是 刁 - 模 ,只 需 再 证 , 若 rERR,zEKerf,yEImf , 则 rzEKer， 
7ryElmnj， 而 这 是 很 容易 的 ， 

(2) 由 群 论 的 同 态 基本 定理 知道 , f: 太 /Kerjf 一 Imy 是 
Abel 群 同 构 。 为 证 它 是 瓦 - 模 同 构 , 只 需 再 证 也 (r 元 )=7 了 (元 ) 
CrE 玉 ,xyE 玉 ) 即 可 ， 而 这 赵 很 容易 的 ,因为 了 (7 元 )= 了 (7z )= 
一 rz)=rfCz)=rj (去 )。 
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定理 2( 同 态 基 本 定理 ?2) 设 1 为 忆 模 而 六 是 开 的 情 - 
子 模 ， 定 义 如 下 两 个 集合 ， 

A={ 妈 的 已 - 子 模 忆 | 忆 忆 NT},B= 邓 1/N 的 已 - 子 模 全 体 . 
则 映射 g:4->B,g( 已 )= P/N 是 集合 4 与 互 之 间 的 保 序 一 一 
对 应 ， 并且 对 每 个 己 E4, 我 们 有 下 - 模 同 构 ( 开 /N)/CP/) 宕 
及/P. 

证 明 令 4 一 {W 的 加 法 子 群 五 | 忆 三 N) ,38= MV/N 的 加 法 
子 群 全 体 ， 我 们 从 群 论 知道 ,B:4->B,g(E)= 忆 /N 是 集合 本 
与 巨 之 间 的 保 序 一 一 对 应 ， 不 难 验证 , 忆 为 丸 - 模 和 后 光 瑚 / N 为 
忆 - 模 。 从 而 映射 名 在 集合 4 上 的 限制 即 是 映射 8 ,并 且 区 (4)= 
=&g(4) 一 B。 这 就 证 明了 g :4-> 了 是 一 一 对 应 ， 进而 , 由 群 论 
知道 , w: MI/N-M/P,z+Nrxz-PxEH) 是 加 法 群 的 满 同 
态 ,并 且 Kerp= 忆 /六 .容易 验证 事实 上 o 是 五 - 模 满 同 态 。 从 
而 由 定理 1 即 知 我 们 有 刁 - 模 同 构 (M/7N)VCP/N)sM/P. 1 


现在 我 们 定义 已 - 模 开 的 子 模 之 间 的 某 些 运 算 ， 设 X 和 书 
均 是 到 的 忆 - 子 模 。， 易 知 
N+P={y+ylzcNycEP} 
也 是 到 的 羽 - 子 模 , 叫 作 是 广 和 书 的 和 .类 似 可 定义 任意 有 限 


个 子 模 的 和 2 ,= Wi+ Na+...+N,。 并 且 这 种 运算 满足 交 
1 


换 律 和 结合 律 ， 另 一 方面 ,VD 忆 也 是 于 的 子 模 , 称 作 是 六 和 
己 的 交 ， 类 似 地 ,可 以 定义 任意 多 个 召 - 子 模 的 交 ， 并 且 交 运算 也 
满足 结合 律 与 交换 律 . 此 外 ,六 + 己 是 包含 N 与 书 的 最 小 子 模 ， 
而 六 败 已 是 同时 包含 在 X 与 己 之 中 的 最 大 子 模 . 
更 一 般 地 , 设 工 是 五 - 模 有 的 一 个 子 集 含 ， 考虑 集合 
{ 有 限 和 2 rizilrERTiE}。 


ra 


人 不 难 验证 这 是 戏 的 至 - 子 模 ,并 且 是 包含 开 的 最 小 子 模 , 我 们 将 它 
记 作 4x>, 并 且 叫 作 是 由 集合 X 生成 的 子 模 。 由 一 个 元 素 zxE 玖 生 
成 的 五- 子 模 显然 是 《z>= 吾 zY。， 如 果 斑 是 有 限 集 合 , 习 = {ziyz2， 
Cr 上。 如 果林 
本 身 是 可 以 由 有 限 多 个 元 素 生 成 的 已 - 模 , 则 称 妈 为 有 限 生成 民 - 
模 ， 由 一 个 元 素 生 成 的 已 - 模 汪 =Rz 叫 作 是 循环 尽 - 模 . 

注 记 ”一 个 模 是 否 有 限 生 成 是 与 其 系数 环 下 有 关系 的 。 例如 
有 理 数 域 Q 看 作 是 Q- 模 则 为 循环 模 ,Q=Q'1. 但 是 看 作 乙 - 模 ( 即 
看 作 加 法 Abel 群 ) 时 ,Q 鞭 至 不 是 有 限 生 成 的 ，( 对 于 任意 有 限 个 
zanEQ, 令 2 为 素数 ,大 于 wza yz 的 公分 母 , 则 方 和 


Zozi 十 ,十 忆 2u。) 


设 WiiET) 是 一 族 玉 - 模 .定义 集合 
同 交 ={GzoiellzEE， 

电 开 = 人 rp)ierlziS 于, 且 只 有 有 限 个 必 : 不 为 0 } 。 
我 们 规定 , (zi 一 (yi 和 狂 对 每 个 1E 工 均 有 zi;= Yi， 然后 定义 运 
算 ; 

(zi 十 (yi 一 (ZiTYiD)7OOi) 一 (di)(0iyiCG NM， 7 抱 妨 ) 。 
可 以 直接 验证 ,于 ,和 @21, 由 比 均 为 民 - 模 ,分 别 叫 作 是 到- 
借 MGiE 7) 的 直 积 和 直 和 ， 注意 四 21, 是 有 ww， 的 瑟 - 子 模 。 
并 且 当 工 是 有 限 集合 时 , 直 和 与 直 积 是 一 致 的 。 


定理 3 设 戏 为 及 - 模 ,N 和 忆 为 于 的 她 子 模 , 则 有 羽 - 


2 瑟 
全 社 
模 同 构 一 人 一 飞人 万， 


证 明 ” 作 映 射 P 一 (+P)/Nzrz+N ,证 明 这 是 屠 - 模 满 
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同 态 , 并 且 入 为 一 门 N。 然 后 由 定 埋 工 即 得 到 结果 . | 


设 A 和 呈 均 是 五 - 模 江 的 已 - 子 模 ， 定义 
(R:P)=-{ecRiaPcN} 

这 是 娃 的 理想 ,而 Ann(P):= (0:) 一 {aE 如 loP=(0)) 叫 作 是 
子 模 已 的 零 化 理想 . 于 是 ,好 为 忠实 玉 - 模 全 > (0:M)==(0)， 
对 于 允 申 每 个 元 素 > ,Ann(z)=(0:z)=(0: 瑟 z) 一 {aERIaz 一 
外 叫 作 是 元 素 x 的 零 化 理想 .如果 Ann(z) 关 (0), 即 存在 非 零 元 
素 aE 忆 .使 得 cz 一 0, 则 称 > 为 已 - 模 的 扭 元 素 . 以 了 () 表 
示 羽 - 模 开 的 全 部 扭 苞 素 组 成 的 集合 。 如果 了 到)=(0)， 我 们 称 
到 是 无 扭 R- 模 ， 


引 理 1 如 果 互 是 整 环 , 玖 为 吾 - 模 ; 则 宇 (M) 是 杂 的 五- 
子 模 , 并 且 MV/Z( 歼 ) 是 无 扭 鼠 - 模 ， 

证 明 设 *,yE7(CMN): 则 有 7r,sE 玉 -{0)}， 使 得 rz 一 sy 一 0， 
由 于 瑟 是 整 环 ,从 而 rsss0, 并 且 rs(Cz 士 y) 一 s(ry) 士 r(Sy) 一 0. 
从 而 xy 土 yET(M). 类 似 地 , 若 zETZ( 政 ), 则 有 sE 吾 一 {0} ,使 得 
sy 一 0。 于 是 对 每 个 rE 尽 均 有 8s(7z) 一 (sr)zy 一 (78)0 一 7r(8z) 一 
-=7T"0=0. 即 7zE7(MN). 这 就 表明 2CN) 是 歼 的 民 - 子 模 . 

设 却 ETCMAT(H))，vE8. 则 有 0xsrE 瑟 ,使 得 7 元 =0， 
即 >wyE7(MN). 于 是 又 有 0 关 sE 必 ,使 得 s(rz) 一 0, 即 (sr)z 一 0。 
由 巡 为 整 杯 可 知 srs0。 从 而 YE7T(MN), 即 地 =0. 于 是 忌 - 模 
型 /TCD) 只 有 6 为 扭 元 素 , 即 为 无 扭 忆 - 模 . 二 

注 记 ”如果 五 不 是 整 环 , 则 人 (到 ) 不 一 定 为 焉 的 已- 子 模 ， 
例如 取 开 =Z/6Z 看 作 是 Z/6 Z- 模 , 则 23ET(CMN) ,但 是 5=3 
十 3 和 全 ( 杠 )， 

定义 着 忆 为 整 环 而 形 为 羡 - 模 ,我 们 把 子 模 全 (到 ) 叫 作 
寻 的 扭 子 模 。 
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习 题 

1. 记 Z,=Z/mZ(m 为 正 整 数 )， 

(1) 求证 Hom(Z。Z,)=Zow,n)(Z- 模 同 构 )。 

(2) 求证 Hom(Z,。,Z)=(0)， 

(3) 对 于 Abel 群 4 ， 记 fm]={taEe4lma 一 0}.， 求证 4fo 轨 是 4 的 
了 和 群 , 并 且 有 Abel 群 司 构 Hom(Z。,A) 宕 Ap]。 

2， 试 决定 Hom(Q,Q) 和 Homo(Q,Q). 

3. 设 1 为 严 - 借 ， 求 证 有 玉 - 模 同 构 MsHomn( 玉 ，M)。 

4， 设 形 为 如 - 模 ， 则 歼 为 忠实 五 /Ann(MD)- 模 。 

5. 设 W， 已 ， Ni,，N, 均 为 玉 - 柜 M 的 玉 - 子 模 ， 求 证 ， 

(1) Ann(Ni+YV)=Ann(VDmnAnnCN)， 


ER 


(2) (N:P)=Ann (全 全) 


6. 设 1 为 循环 至 - 模 , 则 有 五 的 理想 0, 使 得 开 兰 尽 /a( 五 - 模 同 构 )。 

7. 玉 - 模 于 叫 作 是 单 模 , 是 指 到 只 有 两 个 平凡 的 已 - 子 模 ，(0) 和 寻 。 求 
证 ， 

(1》 每 个 单刀 - 模 均 是 循环 模 。 

(2》 如 果 有 是 单 玉 - 模 , 则 对 于 任意 五 - 模 W , 忆 - 模 同 态 坊 玖 一 从 或 者 为 
零 同 态 或 者 为 单 同 态 。 而 忆 - 模 同 态 &: W 一 对 或 者 为 零 同 态 或 者 为 满 同 态 . 
最 后 , 尺 - 模 自 同 态 1:M-> 了 或 者 为 堆 同 态 或 者 为 同 构 。 

(3) 2 为 单 已- 模 并 且 政 六 (0) 和 下 兰 尺 /m( 玉 - 模 同 构 )， 其 中 中 是 五 
中 某 个 极 大 理想 。 

8. 如 果 JEHoms(M MD)(M 为 中 - 模 ) ,并且 关 =， 求证 MK= Keryj 中 
Im j, 

9. 设 太 4->B,g: 刀 一 4 均 是 玉 - 模 间 态 ,并且 gf=14 (14 表示 4 上 的 
恒 等 自 同 构 )， 求 证 五 =Im f 介 Ker g， 

10, 设 4 是 环 玉 的 子 环 ， 如 果 开 是 有 限 生 成 五 - 模 而 吾 是 有 限 生 成 4 - 
模 , 求 证 到 是 有 限 生成 4- 模 。 

11. 求证 域 尺 上 的 模 必 为 无 扭 模 ， 
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8$8 2.2 模 上 的 线性 代数 


我 们 已 经 看 到 ,向量 空 间 是 模 的 特殊 情形 .或 者 说 , 模 是 向 丰 
空间 的 一 种 推广 ， 即 把 系数 域 推广 成 环 ， 向 量 空间 上 线性 代数 的 
许多 概念 也 可 不 同 程度 地 推广 到 一 般 模 上 去 ， 例 如 线性 无 关 和 基 
这 两 个 概念 就 是 如 此 . 

定义 瑟 - 模 下 的 一 个 子 集合 3 叫 作 是 尺 - 线 性 无 关 的 ,是 指 ， 
如 果 Yi brEO71 orE 忆 ,1 之 1， 使 得 7i2i 二 十 rndn 

0,， 则 7 二 72 一 "二 mn 一 0。 否则, 即 如 果 贪 中 存在 有 限 个 元 素 
zl Ya(8Z1), 玉 中 在 在 不 全 为 0 的 元 素 r，… ,yn 使 得 rizl 
+ 7nbn 一 0, 则 称 集合 3 是 及 -线性 相关 的 . 

定义 ” 念 叫 作 是 五 - 模 改 的 一 组 基 ( 或 电 灵 - 基 ) ,是 指 ， 

(1) 8 是 羽 - 线 性 无 关 的 ;并且 

(2) 3 生成 已 - 模 歼 . 

条 件 (2) 相 当 于 说 ， 政 中 元 素 均 可 表 成 中 有 限 个 元 素 的 忌 - 
线性 组 合 ， 而 条 件 (1) 相 当 于 说 , 允 中 元 素 的 这 种 表 法 是 唯一 的 ， 
畔 此 ,如 果 8 是 羽 - 模 开 的 一 组 基 ， 则 于 是 循环 模 忆 z(zEO) 的 直 
和 , 即 天 = 里 ， Y。 

具有 基 的 下 - 模 叫 作 是 自由 只 - 模 


每 个 自由 忆 - 模 可 以 有 许多 组 不 同 的 基 . 但 是 与 域 上 向 量 空 
间 的 情形 一 样 ,不 同 的 基 具 有 相同 的 势 . 

定理 4 设 忆 是 具有 人 既 元 素 的 交换 荆 ，S 和 了 是 同一 个 自由 
尽 - 模 于 的 两 组 基 . 则 | 了 1=141|. 

证 明 ”如果 人 妨 是 有 限 集合 , 则 由 于 也 是 一 组 基 , 从 而 S 中 每 个 
元 素 均 可 表 成 卫 中 有 限 个 元 素 的 已 -线性 组 售 ， 因 为 8 有限 ,可 知 
存在 了 的 一 个 有 限 子 集合 Tu， 使 得 3 中 每 个 元 素 均 可 表 成 了 中 
元 素 的 尽 - 线 性 组 合 ， 但 是 3 是 玫 的 一 组 玉 - 基 ， 从 而 琢 中 每 个 元 
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索 均 可 表 成 了 中 艺 式 的 玉 -线性 集合 . 特别 地 , 如果? 一 To 天 多 ， 
则 了 一 2 中 元 素 也 可 表 成 Te。 中 元 素 的 尽 - 线 性 组 合 。 但 这 是 不 
可 能 的 ,因为 了 是 线性 无 关 集 合 ， 从 而 了 =To, 即 了 也 是 有 限 集 。 
这 就 证 明了 : S 和 了 或 者 同时 为 有 限 集 ,或 者 同时 为 无 限 集 . 

(1) 假设 3 和 了 同时 是 有 限 集 合 . 令 人 8 一 {zi Ta 7 一 
{y1 yan， 如 果 0% 关 人 i), 不 妨 设 2> 由 .由 于 3 是 一 组 基 , 从 而 
每 个 yi 可 表 成 xl，……:xn 的 线性 组 合 , 即 


%i 一 > adj， enERR1ISESS 7 
71=1 


0; 一》 Ohyb PE 已 ， Ts<7 < 有。 
1 
从 而 


几 1 媳 1 


(=aa 人 (5 2 4 一 (aiy)nxn， 
光 


由 表达 式 的 唯一 性 可 知 B4 一 Ta 阶 单 位 方 阵 )， 由 于 % > 了 m, 我 
们 将 了 3 补 上 半 一 和 m 列 0 ， 而 将 4 补 上 = 一双 行 0， 均 凑 成 怀 阶 方 
阵 , 则 有 5 

(B0)( ，)= 


两 边 取 行 列 式 ,得 到 0'.0=1,， 这 就 得 出 矛盾 .因此 必然 1S1=? 一 
入 一 | 人 |. 

(2) 假设 S 和 邓 同 时 是 无 限 集合 ， 以 玉 ( 了 ) 示 了 的 全 部 有 
限 子 集合 而 组 成 的 集 族 ， 我 们 如 下 方式 构 作 肌 射 了 :3 一 开 (7)， 
办 法 是 :对 每 个 元 素 和 E 3 , 由 于 了 是 一 组 基 , 从 而 了 =7riyi 十 …， 
+7aya7iE 瑟 yiE 人 (1<is 和 2)。 如 果 我 们 再 要 求 rn， …，7n 均 
不 为 0( 如 果 盖 一 0,， 则 去 掉 riy 这 一 项 ) ， 那 末 卫 的 有 限 子 集 {yi 
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ynjE 下 (也 ) 是 由 守 所 瞧 一 决定 的 。 于 是 我 们 定义 了 (z)= 
{1yb yn}。 注 意 映 射 : 8 一 开 ( 了 了) 一 般 不 是 单 射 ， 但 是 

(iD 对 每 个 ToE Tu 三 下 (7) ,三 107o) 均 是 S 的 有 限 子 集 . 
这 是 因为 , 如 果 xEf 太 (7o， 则 z 可 表 成 Z。 中 元 素 的 刁 - 线 性 组 

合 , 从 而 三"(7o) 包 含 在 到 的 子 模 1 ,一 四 尼 y 之 中 ,而 象 本 证 明 一 
开关 所 沦 壕 的 ， 存在 8 的 有 限 子 集合 86, 使 得 1v 了 。。 = 金 Rz， 
从 而 六 !(7 三 玉 s。 于 是 六 !(ZPoSSo， 即 IC 是 S 的 有 限 
子 集 . 

(Im 了 是 天 (2) 的 无 限 子 集 ， 因 为 如 果 Im 了 是 玉 (2) 的 
有 限 子 集 , 则 2 一 【Jo 为 下 的 有 限 子 集 ,而 每 个 元 素 * E @G 均 
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可 玫 成 下 中 元 素 的 好- 线性 组 合 . 人 
7 中 元 素 的 恬 - 线 性 组 合 . 于 是 四 By 一 妈 一 由 有 y， 即 卫 一 
但 是 也 为 无 限 集合 , 而 2 是 慌 的 有 限 子 集 ， 这 一 矛盾 表明 oo 
是 天 (也 ) 的 无 限 子 集 . 

现在 我 们 构 作 另 一 个 映射 g:S->Imyf xN (CN 为 自然 数 集 
合 )， 办 法 是 :对 每 个 zxES, 令 fcz)=ZocImf, 则 zE 太 1(7o)， 
我 们 事先 将 每 个 有 限 集 合 万 ! ( 兢 )( 开 和 Im 及 中 元 素 均 排 定 一 个 
次 序 ， 设 三 !(7o) ={1z1……，2， 如 果 2=xi 则 定义 g(z) 一 
(To RD)EIma 了 了 xN。 由 此 定义 的 映射 如 是 单 射 ， 于 是 18|<jIm 
f:INI= Im 让 入 ||( 这 里 用 到 了 (ii) 中 证 明 的 Im 了 是 无 限 集 
这 一 事实 )。 完 全 对 称 地 可 证 得 | 了 [入 181， 从 而 | 了 | 一 181 这 
就 完全 证 明了 定理 4. | 

注 记 我们 在 定理 的 证 明 中 ， 对 于 史 和 8 均 有 限 的 情形 利用 
了 有 是 具有 么 元 素 的 交换 环 这 一 假定 因为 在 这 种 环 上 有 通常 的 
行列 式 理论 ， 如 果 刁 不 是 交换 环 , 我 们 也 可 以 定义 环 忌 上 的 左 (或 
右 ) 模 。 这 时 ,对 于 基 的 势 无 限 的 情形 ,定理 4 仍旧 成 立 ,并 且 这 四 
给 出 的 证 明 仍 然 有 效 ， 而 对 于 基 的 势 有 限 的 情形 ， 则 定理 4 一 般 
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不 再 成 立 。 对 于 哪些 非 交 换 环 使 得 定理 4 仍然 成 立 ， 则 是 代数 中 
一 个 有 兴趣 的 问题 , 


根据 定理 4 ,如 果 民 是 具有 系 元 素 的 交换 环 忆 上 的 自由 模 , 则 
于 的 任意 一 组 基 & 的 势 是 模 M 本 身 的 特性 而 与 8 的 取 法 无 关 . 我 
们 将 1S 1 叫 作 是 自由 妨 - 模 下 的 秩 , 表 示 成 ranks 杂 。 当 尽 为 域 时 ， 
它 就 是 娃 - 向 量 空间 开 的 维 数 dimanJ。 

设 允 是 秩 有 限 的 自由 五 - 模 ，Tanks 开 一 2 fb ,2 是 于 
的 一 组 基 , 则 天王 出 羽 z;。 但 是 我 们 有 玉 - 模 同 构 

尹 Ti 写 玉 ,GOir>G (ac 五 ). 

(这 显然 是 玉 - 横 汪 同 态 , 由 于 *; 是 一 个 基 元 素 , 可 知 这 也 是 单 射 , 
从 而 为 同 构 .) 因此 玉兰 忆 四 :四 RG2 个 )= 尾 "。 所 以 通常 我 们 
把 秩 为 怀 的 自由 忌 - 模 记 成 玉 ". 

自由 模 的 一 个 重要 作用 在 于 

引 理 2 ”每 个 尽 - 模 到 均 同 构 于 某 个 自由 五 - 模 的 商 模 .并 且 ， 
寻 是 有 限 生成 忆 - 模 入 > 玉 同 构 于 秩 有 限 的 自由 尽 - 模 的 商 模 ， 

证 明 ” 取 开 的 一 组 生成 元 8 例如 总 可 取信 三 下 ) ， 构 作 一 个 
新 的 集合 {*ijiE 3} 和 自由 五 - 模 ,四 忌 z5 其 中 尼 t 和 一 172i| 
和 E 尼 }， 并 且 规 定 zi 一 Sui(7sEG 下 ) 人 >7 一 8， 定 义 2oi 十 
szi 一 (r+s)zi 7(s7i) 一 (rs)zi。 于 是 瑟 zi 成 为 召 - 模 ， 作 加 
射 

于 电 有 xz， 了 (ri7y 十 "十 Tagas) 一 7181 十 "十 7nSn) 

TiCG 居 SEAS 

这 显然 是 至- 模 满 同 态 。 由 同 态 基本 定理 可 知 北三 国光 Kerf 
即 到 同 构 于 自由 刁 - 模 的 商 模 ， 

如 果 开 是 有 限 生 成 忌 - 模 , 则 可 取 生 成 元 集合 S 为 有 限 集 ， 于 
是 时 好 zi 的 秩 有 限 . 即 有 限 生 成 忌 - 模 同 构 于 秩 有 限 的 自由 
模 的 商 模 . 反之 , 车 寻 同 构 于 秩 有 限 的 自由 模 的 商 模 , 即 存在 
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其 玉 - 模 同 构 并 电 有 wj 已 1 , 则 邦 ) 75 生成 忆 - 
模 , 即 歼 是 有 限 生 成 玉 - 模 .| 


下 一 个 引 理 是 很 重要 的 . 

引 理 3( 中 出 引 理 ) 设 邓 是 有 限 生成 五 - 模 , a 是 刁 的 理想 ， 
并 且 as7( 必 )( 玉 的 大 根 )。 如 果 a 下 = 王政, 则 下 =(0). 

证 明 以 半 表示 生 成 刁 - 模 时 的 最 少 非 零 元 素 个 数 .如 果 1? 
1 ,并 且 开 一 忆 妇 十 十 及 sa) 则 刀 E 玉 =a 允 于 是 

2 一 QI 十 。， 十 Ga (aiEa, 1 和 <<2)， 

从 而 (1 一 ao)2a 一 CIUt 二 十 ai 1 由 于 asEas7r( 尼 )， 可 
知 1 一 an 为 环 召 中 单位 (第 一 章 定 理 5)， 从 而 sw 一 (1 一 ao) 1al2i 
+ (1 一 ao ai- 这 表明 2，xn 生成 五 - 模 戏 。 
这 就 与 4 的 最 小 性 相 了 矛盾 。 于 是 ” =0, 即 开 =(0). | 


引 理 4 设 对 为 有 限 生 成 六 - 模 ， 六 是 歼 的 忌 - 子 模 。a 是 五 
的 理想 并 且 a 三 7( 巡 )。， 如果 玉 =aM+N, 则 M= 入 ， 

证 明 将 中 山 引 理 用 于 有 限 生 成 召 - 商 模 MV/N。 由 于 a(27/ 
N)=(aM+N)/N=4/N 从 而 MIN=(0, 即 歼 =N | 


作为 引 理 4 的 一 个 应 用 ， 我 们 现在 介绍 局 部 环 上 有 限 生成 模 
的 一 个 结果 . 设 ( 玉 ,m) 为 局 部 环 , 民 = 忆 /mm. 如 果 邓 是 玉 - 模 , 则 mm 
将 五 - 商 模 MVmM 堆 化 ( 即 m MIVmM=(0)), 从 而 和 /mm 好 可 看 成 
是 域 R= 瑟 /mm 上 的 向 量 空 间 。 如 果 三 为 有 限 生 成 环 - 模 , 则 M7/ 
m 开 是 有 限 维 的 & -向 量 空间 .下 面 引 理 5 表明 我 们 可 以 由 y/m2/ 
的 一 组 基 来 决定 瓦 - 模 允 的 一 组 生成 元 ， 

引 理 5 设 ( 瑟 ,mm) 为 局 部 环 ，R 三 忆 / 和 ， 开 为 有 限 生 成 刁 - 
模 。 


nn 


(1) 如 果 zzr 近 机 ,并 且 到 /mm 邢 RE 四 外 RF， 其 
中 元, 表示 wii 在 M/mi 中 的 象 , 则 形 王 于 羽 vn， 

《2) 如 果 歼 是 秩 有 限 的 自由 玉 - 模 ， 则 ranksM=dimsym 
玉 。 

证 明 (1) 令 六 =Rzi+ 十 必 xn 这 是 太 的 五 - 子 模 。， 由 引 
理 条 件 可 久 隐 射 >M/mM，zry 王 是 满 射 ， 这 就 表明 N +m 允 
三 凡 . 因为 对 于 局 部 环 ,m=7( 忆 )。 从 而 由 引 理 4 可 知 玫 = 六 = 
忆 了 1 十， 十 下 了 

〈2) 如 果 开 =RRz 四 四 BRxs， 则 M/m 歼 = (zi 四 … 四 


Ran)/mzi 提 …@mzns 电 (Rzijmz)= 轩 kri 从 而 dimsal/ 


mm 及 一 2 一 rankaa. 

注 记 我们 知道 ， 域 上 的 有 限 生 成 模 ( 向 量 空间 ) 必 然 有 一 组 
基 ， 即 必然 是 自由 模 ( 习 题 1)》， 但 是 局 部 环 上 的 有 限 生 成 模 不 必 
是 自由 模 ， 例 如 鼠 =Z/4Z 为 局 部 苹 ， 歼 =Z/2Z 是 有 限 生 成 Z/ 
42Z- 模 . 但 不 是 自由 Z/42 - 模 ， 因为 一 个 有 限 生 成 自由 乙 /4Z- 
模 的 元 素 个 数 为 4 的 寡 , 耐 妈 =Z/2Z 只 有 两 个 元 素 . 


习 题 

1. 域 & 上 有 限 生 成 模 戏 均 是 自由 模 ， 并 且 dimx2 等 于 到 中 久 -线性 无 
关 集 合 的 最 大 势 ， 

2.《〈1) 如 果 刀 为 整 环 , 则 自 外 五 - 模 对 一 定 是 无 捏 柜 。 试问 无 扭 模 是 否 
一 定 为 自由 模 ? [提示 ,考虑 忌 =R[z,y]。 大 为 域 ， 而 好 为 吾 申 由 xy 生成 
的 理想 作为 玉 - 模 .] 

《2) 如 果 不 假定 妖 为 整 环 , 则 自由 羽 - 模 是 香 一 定 为 无 扭 玉 - 模 ? 

3. 设 九 为 自由 羽 - 模 ,&8:4 一 百 为 忌 - 模 满 同 态 。 则 对 于 每 个 己 - 寞 同 态 
天 了 一 8, 均 有 唯一 的 及- 横 同 态 尹 :下 -> 4, 使 得 了 一 87 

4， 设 吾 为 整 环 而 开 为 雁 有 限 的 自由 羽 - 模 。 则 慌 中 瑟 - 线 性 无 关 集 合 的 
下 大 势 为 ranks 对 。 
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5， 设 五 为 任意 具有 勾 元 素 的 交换 环 , 为 秩 冯 的 自身 玉 - 模 。 如 果 开 = 
Bzi 十 .… 十 瑟 Yw 求 证 到 王 电 z: 由 中 尼 x 

6， 自由 模 的 子 模 或 商 模 是 否 一 定 为 自由 横 ? 有 限 生 成 模 的 子 横 和 商 模 
是 否 一 定 是 有 限 生 成 模 ? 

7. 设 对 为 悉 交 自由 羽 - 横 ,求证 Homs(34 , 玉 ) 也 是 秩 人 自由 刁 - 模 ， 

8. 设 寻 为 有 限 生成 如- 模 ， 广 是 素 的 子 剑 并 且 开 生成 召 - 模 玉 ， 求证 开 
必 有 某 个 有 限 子 集 征 。 使 得 下。 生成 五 - 模 双 。 


$ 2.5 正 合 序列 与 交换 图 表 


在 模 论 中 ,我 们 不 仅 研究 某 个 具体 五 - 模 的 特性 , 更 重 要 的 是 
通过 模 癌 态 研 究 不 同 模 之 间 的 联系 ， 在 研究 各 种 不 同 的 模 和 它们 


之 间 的 同 态 联系 的 时 候 , 经 常 使 用 两 种 基本 的 表达 符号 ,这 就 是 正 
合 序列 和 交换 图 表 . 


定义 “ 设 玉 为 环 ， 尼 - 模 与 玉 - 模 同 术 序列 
下 马 忆 
叫 作 在 W 处 正 合 ,是 指 Imy = Kerg， 这 时 ， 该 序列 也 称 作 是 正 合 
的 。 一 般 地 ,至 - 模 和 忆 - 模 同 态 序列 
有 入 Jf 名 1: 了. 5 1。 

叫 作 是 正 合 的 ,是 指 此 序列 在 Mi Ma ……, Mi 处 均 正 合 , 即 Imf， 
一 Kerfs (Ts 和 2 一 1)。 

例如 ， 

(1) 模 序 列 0 ->M 了 N 正 合 (为 简单 起 见 今后 也 用 0 表示 和 夫 
模 (0)) ,相当 于 说 了 是 单 同 态 。 这 是 因为 ; 只 能 是 零 同 态 ( 因 此 1 
通常 可 略 去 不 写 ) ,从 而 此 序列 正 合 后 >Kerf =Imi= (0) 生 福 j 为 
单 同 态 . 

(2) 模 序列 M 防 W30 正 合 相 当 于 说 了 是 满 同 态 ， 这 是 由 于 
了 只 能 是 零 同 态 (从 而 2 通常 也 略 去 不 写 ) ， 于 是 此 序列 正 合 生 > 
ImJj= Kerp= N<e-> 了 是 满 同 态 . 
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(3) 模 序列 “0 >N 才 MP->0 正 全 相当 于 说 WsJCN) 
=Imf= Kerg, 并 且 &g CU)= 己 。 从 而 由 间 态 定 理 得 到 已 兰 M/ 
Imf。 特 别 车 W 是 歼 的 子 模 , 而 袜 N->J 为 包含 映射 〈( 即 对 每 个 
zEN， 令 jz)=xE1), 则 由 同 态 定理 可 知 , 正 合 序列 0 一 一 
生 PP-> 0 相当 于 模 同 构 M/ 六 忆 ,其 中 区) 8(z)(zE 3) ， 

形 如 0 一 一 2 多 己 ~> 0 的 正 合 序列 叫 作 短 正 合 序列 . 


定义 由 刁 - 模 和 忍 - 横 同 态 组 成 的 图 表 


7 


了 卫 


叫 作 是 交换 的 ,是 指 sf 了 =。 这 也 相当 于 说 ， 对 于 M 中 每 个 元 素 
7， 均 有 jz)= 一 SCf(z)), 即 z 经 过 图 表 中 两 条 不 同 的 路 线 映 成 
尸 中 同一 元 崇 ， 类 似 地 ,图 表 


3 了 了 
| 
Pp- 一 =9 


叫 作 是 交换 的 ,是 指 Rf = 2g。 一 个 更 复杂 的 图 表 叫 作 是 交换 的 ， 
是 指 ， 车 图 表 中 从 横 末 到 模 X 有 两 条 不 同 的 路 线 ， 则 下 中 每 个 元 
素 经 这 两 条 不 同 线路 映 成 模 N 的 同一 个 元 素 . 

例如 ， 

(1) 设 三 4- 是 己 - 模 同 态 , 了 : 4/Kerf-> 刀 为 由 了 诱导 的 
及- 模 单 同 态 ，j: 4->4/Ker 了 是 标准 满 同 态 ( 即 靖 5)=f(a)EB， 
Ca) 一 5， 对 于 aE 4)。 则 图 表 


ea SO 。 


4/Kerf 


是 交换 的 ， 这 个 交换 图 表 形 象 地 表示 出 任意 一 个 模 同 态 了 如 何 自 
然 地 分 解 成 一 个 满 同 态 六 和 一 个 单 同 态 了 之 连续 作用 ， 
《2) 考虑 屠 - 模 和 五 - 模 同 态 图 表 


如 果 这 个 图 表 是 交换 的 , 则 

(i) wp(Kerf ) 三 Kerg&. (这 是 由 于 , 若 oaEKerf, 则 gp(a)= 
opiyf(a)=9iC0) 一 0， 从 而 p(a)EKerg.) 于 是 ,我 们 得 到 忆 - 模 同 
态 

2p/:Kerf 一 Kerg ,2 一 0 ( 即 p 在 Kerf 上 的 限制 ). 

(iiy pi(Imf)EImg. (这 是 由 于 : 若 wciEImf, 则 有 acE4 使 
得 ai= 了 (ac)。 从 而 pl(al) =opif(a)=S8o2o(Ca)EImg.) 于 是 ,对 于 
由 wp: 诱导 出 的 自然 同 态 24: 4 一 ByImg， 5(a)=piCanD ,我 们 
有 ImfEKergi。 从 而 又 诱导 出 新 的 羽 - 模 同 态 

克 : 4/Imyf 一 Bi7Im8g， 五 ((51) 一 p1(Cal)。 


引 理 6 ”假设 由 瑟 - 模 和 忌 - 模 同 态 组 成 的 图 表 


。，31 。 


< 二 冤 和 宙 了 Co es ts 


4 号 已 包 CO_>0 
| je 由 (A) 
0 一 > 4; 罗 玉 , 马 C， 
是 交换 的 ,并 且 图 表 中 的 两 个 行 均 是 正 合 序列 ， 则 

(1) Kerf2yKer ge 史 Ker 万 正 合 . 

(2) 4i/Im /号 BTImg 包 Cimp 正 合 . 

证 明 (1) 电 于 图 表 (A) 的 第 一 行 正 合 ,从 而 %e2(4) = 纪 Img) 
一 少 (Kery)=0, 即 gp=0( 零 同 态 ) ,因此 Yo =gp1 xy=0. 即 Ime/ 
所 Kery'。 只 需 再 证 Imop/Kerg'. 设 8EKerg 并 且 2GEKerp 则 
b(p) -= (0)=0 .由 于 图 表 (A) 的 第 一 行 正 合 , 可 知 E Kery 一 Im 
9p, 于 是 有 aE 4 使 得 p(a)=D. 但 是 pif(e) 王 ge2() 一 有 (0) 王 0 
(因为 2EKerg) ,而 gl 为 单 射 (因为 图 表 (A) 的 第 二 行 正 合 ), 从 而 
f(o)=0, 即 acEKerf ,而 2'(a)=p(a) 一 525。 即 2EImp'。 这 就 
表明 Kerb' 己 Imo' 

(2)》 同样 ,由 轴 ip:=0 得 到 Vi 万 一 0, 即 Im 克 !I 三 Keryi 只 需 再 
证 Im 万: 全 Keryi .假定 羡 E Bi 并 且 PEKergi, 则 %(2) 一 人 东 (21) 
= ,从 而 (2 E Imz， 于 是 存在 c& C ,使 得 &(c) = 力 (00) .由 于 
攻 是 满 射 ,又 存在 5E 瑟 使 得 多) 一 .于 是 对 于 寻 一 al: 一任 (E 瑟 1， 
我 们 有 81= 5 并且 幼 (81 一 功 (5 一 久 g(0D) 一 天 (ec) 一 天 功 () 一 
jc) 一 &c) 一 0. 即 0 EKergi 王 ]mopl. 从 而 有 aic 4 使 得 pi:(al) 三 
红 . 于 是 责 !(5D) = 所 一 Pi 即 DEIm 克 这 就 证 明了 Im 页 :全 Ker 
全 

注 记 更 为 精彩 的 是 ,可 以 发 现 尽 - 模 同 态 6:Kerp 一 41/Imy， 
使 得 长 序列 

Kerf2> Kerg 名 Keri 4/Imf 骂 Bi/Img 内 CImh 
是 正 合 的 , 这 个 结果 称 作 是 “ 蛇 形 引 理 ”， 由 于 本 书 中 不 需要 这 部 
分 内 容 , 因此 从 赂 。 


”32 。 


作为 引 理 6 的 直接 推论 是 

引 理 7 在 引 理 6 的 假定 之 下 ， 

(1) 如 果 了 和 歼 均 为 单 同 态 , 则 & 也 是 单 同 态 ， 

(2) 如 果 了 和 户 均 为 满 同 态 , 则 引 也 是 满 同 态 . 

《3) 如 采 了 和 天 均 为 同 构 , 则 8 也 是 同 构 ， 

证 明 《1) 由 引 理 6 的 人 1》 推出 ， 因 为 这 时 有 正 合 序 列 0 = 
Ker 5 大王 0 ， 于 是 0=0(0) 三 Imp 一 区 er tp 一 
Kerg。 即 如 为 单 同 态 ， 

(2) 如 果 Imnj 一 4，lim8=C, 则 由 引 理 6 的 42) 有 正 合 序列 
0=4/Imf 一 Bimg 一 CrVImA 一 0， 从 而 Bi/Imng=(0), 即 有 为 

(3) 由 (1) 和 (2) 得 出 .4 


定理 5 设 0->4 也 B-84: > 0 是 已- 模 和 尼 - 模 同 态 的 短 正 
合 序列 ， 则 下 列 三 个 条 件 和 披 此 等 价 : 
(1) 存在 已 - 模 同 态 1: 4 盖 卫 ,使 得 8 一 143 
(2) 存在 五 - 模 同 态 &: 瑟 ->41， 使 得 Rf=144 
(3) 存在 忌 - 模 同 构 p: 4 四 4 六 3B。 使 得 图 表 
0->4 号 4 四 4 全 4 >0 
局 
0->4 力 妃 与 4->0 
是 交换 的 ,其 中 ia)= (ai,0),pa(alaa) 一 Ga (aic4iazE423)， 
证 明 “了 之 (3) :定义 肌 射 了 四 六 ，41 四 4: 一下，( 丰 四 (al 
ai) = (ai) +H(az)。 易 知 这 是 于- 模 同 态 ， 考 虑 图 表 
0->4 必 4 中 4 思 4 一 >0 


9 yes sj 
0 一 4 一 > 瑟 一 4 一 0 


e 33 。 


Cr 


这 个 图 表 是 交换 的 . 因为 左面 四 边 形 显然 是 交换 的 , 而 右 面 册 边 
形 的 交换 性 是 由 于 gj =0 和 84=14, 从 而 SC 四) 一 8 四 8 = 
0 四 14 一 2 一 14D2， 进而 ,图 表 的 第 二 行 已 假定 是 正 合 的 ,而 容易 
验证 第 一 行 也 是 正 合 的 . 于 是 由 引 理 7 可 知 了 @2 事实 上 是 刁 - 模 
同 构 。 取 2=J@ 产 即 得 到 (3) 的 要 求 ， 

〈2) 仿 (3) :定义 多 :BEB->4 中 4 0 人 一 (KE(6))， 这 是 
五 - 模 同 态 ,并 且 图 表 


0->4 力 五 马 4 >0 
1 萝 | 


是 交换 的 (左面 四 边 形 的 交换 性 是 由 于 gf = 0 和 Rf 一 1414, 而 右面 
四 边 形 的 交换 性 是 显然 的 . ) 再 由 引 理 7 即 知 少 为 同 构 .由 此 即 知 
图 表 


0_>4 号 4 四 4 全 4 >0 
人 
0 一 4 一 > 召 4 一 0 
也 是 交换 的 , 即 可 取 wp 一 多 !. 
《3) 全 (1 和 (2): 由 (3) 的 假定 我 们 有 交换 图 表 
0->4 马 4 中 4， 写 4;->0 
I 7 je 1 
0 一 41 一 万 本 4 一 0 
定义 pi: 4 四 4 一 4，210a1 0) 一 0 2 4 一 4 四 4，i(a?)= 
《0,a2)。 则 pi 一 14，22i2 一 14。， 由 此 不 难 验 证 图 表 


玉 4) 四 4 世 4， 


ea 34 。 


也 是 交换 的 。 定 义 4 一 9ia: 4 一 已 和 有 = 2 04， 利用 这 
个 新 图 表 的 交 黎 性 邑 知 g2= TsR7= Te 


定义 ”满足 定理 5 中 条 件 的 短 正 合 序列 0 4 坊 万 号 二 ->0 
叫 作 是 分 裂 的 . 

显然 ,对 于 分 裂 的 短 正 合 序列 ,我 们 有 尼 - 模 同 构 孔 s 4 4 
但 是 , 短 正 合 序列 即使 Bs= 4)@@ 4; 也 不 必 是 分 弄 的 ， 


习 题 


1 ， 设 0 一 三 一斑 一 0 为 域 A 上 上 有限 维 向 量 空间 和 如 线 性 变 痪 
的 正 合 序列 ， 求 证 ， 


(DrdimsPi=0， 
2. 设 六 为 整 环 ， 了 (下 ) 表 示 羽 - 模 歼 的 所 子 借 ， 


(TD 著 庆 4 一 再 为 五 - 模 周 态 ， 则 FDC4))ST(B)。 
我 们 以 吧 (用 = 帮 ro 表示 了 在 了 (4) 上 的 限制 。 
太 这 5 全 (有 
《2) 如 果 0 一 4 一 有 一 C 是 已 - 模 正 合 序列 ， 求 征 0 一 ?04) 一 一 人 (DB) 
2(gE) 
一 人 7(C) 也 是 五 - 模 正 合 序列 。 


(3) 如 果 了 3 入 C-0 为 正 台 序列 , 试 间 m(B)- 人 mm(O)->0 是 否 一 定 
正 合 ? 
3.( 五 项 引 理 》 设 R_ 借 图 天 


是 交换 的 ,并 且 两 行 均 是 正 合 的 。 求 征 ， 


e 35 。 


9 


(GD 如 果 ws, 为 满 周志 ，cs 和 wx 为 单 同 态 ， 则 w 为 单 同 态 。[ 提示， 利 
闲 短 正 合 序列 0_94./Kerf. 号 4 秀 [ 六 -30] 

(2) 如 果 ws 为 单 同 态 ,cs 和 a, 为 满 同 态 , 则 ws 为 满 同 态 . 

4. 求证 ，R- 模 短 正 合 序列 0-> 4 为 6 全 4->0 是 分 裂 的 人 >f(4) 是 


忆 - 护 妃 的 直 和 成 分 , 即 在 在 了 的 玉 - 子 模 O, 使 得 妃 = 帮 4 四 0， 
5. 假设 五 - 模 图 表 


是 交换 的 ， 并 且 思 ，，…, 有 。 均 是 五 - 模 同 构 。 如 果 图 表 中 两 个 行 序列 之 中 的 
一 个 是 正 合 的 , 则 另 一 个 也 是 正 合 的 . 

6. 设 MiCGEDD 是 一 个 羽 - 模 族 ,N 为 玉 - 模 。 求 证 ， 

(1)》 如 果 访 : 一 W 均 是 R- 模 同 态 ， 则 存在 唯一 的 玉 - 模 同 态 矿 : 
时 4 一 六 ,使 得 对 每 个 1E7T, 图 表 


一 人 
7 


都 是 交换 的 ， 其 中 4 是 M4, 到 引 M 的 标准 嵌入 , 即 对 于 外 E 时;，4:(m) = 
(opvrE 昌 1 其 中 Mi 一 入 ) 而 Ji 时 mm 一 0。 

(2) 如 果 &， 和 一 1; 均 是 下 - 模 同 态 , 则 存在 唯一 的 鼠 - 模 同 态 8B: 人 一 
站 好 ， 使 得 对 每 个 iE, 图 表 


36 。 


2z 
JI， Ta 


都 是 交换 的 , 其 中 2 基 ,Ead， 到 开 ; 的 标准 投射 , 即 Bi Er 一 is 
《3) 求证 有 万 - 模 同 构 ，Homa( 昌 刘 , 和 ) 宇 HomaCaN)， 
Homa(N ,人 as 上 HomsCN 2)。 


8$8 2.4 同 态 算 子 Hom ,投射 模 


模 的 正 合 序列 和 交换 图 表 不 过 是 反映 出 一 些 模 之 间 的 良好 的 
联系 。 从 已 知 的 正 合 序列 和 交换 图 表 构 造 出 新 的 正 合 序列 和 交换 
贸 表 这 一 形式 化 过 程 ， 反 映 出 人 们 从 某 些 模 之 间 的 已 知 的 联系 发 
现 出 新 的 联系 ， 例 如 引 理 6 即 是 这 方面 的 例子 〈 而 引 理 6 后 面 注 
记 中 所 述 的 蛇 形 引 理 则 是 更 精彩 的 例子 )。 由 已 知 正 合 序列 构 作 
新 正 合 序列 的 最 基本 方法 有 两 个 , 即 采 用 同 态 算 子 Hom 和 张 量 积 
算 子 四 ,本 节 谈 开 om. 

设 p :4 一 3 为 已 - 模 同 态 ， 对 于 每 个 - 模 同 态 8E:D-4, 我 
们 得 到 一 个 同 态 2&8 : 刀 一 B， 从 而 给 出 一 个 映射 

pHoma( 忆 4) 一 Homan(D ,DB)，ps(g)=D8. 
对 于 我 们 在 82.1 中 所 定义 的 Homa(,4) 和 瑟 oma(, 忆 ) 的 
忆 - 模 结构 ,不 难 验 证 w. 也 是 丸 - 模 同 术 (这 需要 验证 (8 土 了 0) = 
28 十 pg 和 prg)=rGo08)) 并且 

(1) 当 o=14:4 一 4 时 ，(1.)。 一 1 monscpa)。 

(2) 如 果 又 有 五 - 模 同 态 区 : 瑟 >C， 则 (yp) .一 2 比如 
说 ， 对 于 每 个 gEHom。.(D,4), 均 有 (yp)。Eg =Y%2p8g 一 几 (psE) 一 
ypyE， 从 而 (%92)。 一 %s2s。 或 者 由 于 下 面 两 个 交 换 图 表 是 同一 
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Ti 


件 事 情 也 可 证 得 此 等 式 ， 


4 了 四 了 -2 2 


Ne 


定理 6 R 模 序 列 了 0 ->4 号 刀 儿 C 是 正 合 的 全 > 对 于 每 
个 王 - 模 忆 ,五 - 模 序列 
Hom(D,，5)，0->Homs (万 ,4) 呈 Hom (万 情 ) 上 Hom CD,C) 
都 是 正 合 的 . 

证 明 六 (1) 先 证 序列 Hom( 刀 ,@) 在 Homa(,4) 处 的 正 
含 性 .也 就 是 要 证 必 erp.=0. 设 JEHoma( 忆 ,4)， FEKerp， 则 
9 =0，。 从 而 对 每 个 zxE 了 均 有 wz)=0EDB、 但 是 p 为 单 射 ,于 
是 jz)=0 (对 每 个 zED)， 即 了 =0。 这 就 表明 Kerp。=0， 

(2) 再 证 Inp.SKeryg， 这 术 当 于 证 明 go 一 0 而 这 是 容 
易 的 ,因为 gsps=(yep)。 一 (0)。 一 0. 

(3) 最 后 证 Ime, 室 Kery.. 设 gEHoma(D,Di,SEEKerp. 则 
gg 一 0. 从 而 ImngEKerbg=Imop. 电 于 0 为 单 同 态 ,可知 op: 4 一 TImo 
为 同 构 . 令 E Homa( 万 , 4) 表示 合成 同 态 D 驴 Img2Imp 2 
4， 其 中 袜 为 包含 映射 。 则 8=o22 一 (2)， 因 此 &EImep。 于 
是 FEmwp。 之 Kery. 

由 (2) 和 (3) 即 知 序列 Hom (,2) 在 Home(D ,万 ) 处 正 合 . 

所 :我 们 选取 恰当 的 刀 以 证 明 序 列 刀 的 正 合 性 . 

(1)》 取 刀 = Kerpyi: D->4 为 包含 有 映 射 , 则 pv( 旨 =oi=0. 由 
于 9p* 是 单 射 ,可 知 ?* 王 0， 于 是 忆 =0, 即 Kerp 王 0。 从 面 序列 罗 在 4 
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处 正 合 ， 

(2) 取 刀 =4， 由 于 Kerg。 王 Imop.， 从 而 0 三 多 ps(14) 一 
gpl14=%0。 因 此 Im 三 民 er 销 ， 

(3) 最 后 取 刀 = Kery ,7 了 -> 吾 为 包含 映射 ，。 由 于 0 一 Y7 一 
%gs(J 门 ， 并 且 Kergs=Imope， 可 知 存在 JEHoms( 刀 ，4) 使 得 
一 ous(1)=of。， 于 是 对 每 个 YE 刀 =Kerp， 均 有 2 三 7Z) 一 
pz)EImnop。 从 而 KerygSImp， 

由 (2) 和 (3) 即 知 序列 G 在 刀 处 正 合 . 

类 似 地 ， 设 0: 4 一 好 是 五 - 模 同 态 . 对 于 每 个 了 EHomnr(B， 
站 )，focEHomn(4,)， 于 是 我 们 得 到 有 喘 射 

六:Homa( 了, 忆 D) 一 Homas(4D),0"(f) 一 0. 
这 个 喘 射 可 以 用 下 面 的 交换 图 表 显 示 出 来 


4 2 且 
RN 池 
D 


和 "是 忌 - 模 同 态 ， 并 且 

(1)》 (1s) 一 1aoma(Ceyp)。 

(2) 如 果 又 有 己 - 模 同 态 上 :B->C , 则 (60) " 王 0 6" 。 (因为 对 
每 个 BEHoma(C ,D)， (9) gg 一 (5 5)8=0 58) 


定理 7 玉 - 模 序列 pz,4- 2 6- >0 正 全 所 > 对 于 每 
个 玉 - 模 疡 ， 忆 - 模 序列 


章 上 让 
Hom(e,D),0->Hom,(C,D)- 上 Hom。 ( 耻 ， 也 ) 一 一 
Homas(4，, 忆 ) 


本 


证 明 字 :Kere "一 0 和 0"6 "=0 的 证 明 与 定理 6 相仿 . 我 们 只 
需 再 证 Im 入 Ker0* .假设 了 EHomes(B， 站), 了 EKer0  , 则 0 一 
0(1)-- 0 于 是 0=7(Imb) 一 (Kerc) 由 此 诱导 出 瑟 - 模 同 态 

J:B/KerE->D, 帮 (5)=(D) (PEB). 
由 正人 台 序 列 & 和 同 态 基本 定理 可 知 我 们 还 有 五- 模 同 构 
E:B/KercSC,5(07)=<(0) (OOEB). 

于 是 给 出 玉 - 模 同 态 了 E-1:C-_> 记 . 绘 出 交换 图 表 可 验证 E*(E-0) 
= 一， 从 而 了 EIme*, 即 Ime* 之 Ker0。 

和 所:(D 到了 =C/Ime,p:C-> 记 为 标准 满 同 态 , 则 站 (2) = 
ZE=0. 但 是 上 为 单 射 ,从 而 p=0, 即 C=Im5， 从 而 序列 & 在 C 

(2) 取 万 =B/Imb,p:B- 记 为 标准 满 同 态 , 则 多 (2) 一 20=- 
0。 于 是 pEKer0 =Ime 。 即 存在 JEHoma(C，, 忆 )， 使 得 2 三 
2 (1 =， 从 而 DCKerc)= 帮 (Kerc)=0。 这 就 表明 KercS 
1m0. 

(3) 最 后 取 忆 =C, 则 0=02*(1o)=<0， 于 是 Im 三 KereE 。 
这 就 完全 证 明了 序列 @ 是 正 合 的 ,| 

注 记 我 们 可 以 把 定理 6 和 定理 7 的 “ 祝 ? 部 分 简略 地 说 成 是 ; 
同 态 算 子 Homas(  , 忆 ) 和 Homu( 刀 ， ) 均 是 左 正 合算 子 . 这 意 
味 着 ， 它 们 把 正 合 序 列 & 作 用 成 正 合 序列 Homx(e,) 和 Homa 
(D ,ce) ,而 后 两 个 序列 均 是 左边 从 0 开始 的 序列 . 一 般 来 说 ,对 于 
任意 的 忆 - 模 ,我 们 不 能 保证 Homs( ， 刀 ) 和 Homas( 忆 ， ) 有 具 
有 右 正 合 性 质 ， 也 就 是 说 ， 

G) 如 果 6-*C->0 是 五 - 模 正 合 序 列 ， 则 Hom。 (万 ,也 ) 
-Homs(,C)->0 不 必 正 合 。 例如 取 素 =Z， 则 有 2Z- 模 ( 即 


Abel 群 ) 正 合 序 列 Z- 一 >Z/2Z->0， 其 中 2 为 正则 满 同 态 ， 但 是 
对 万 =Z/2Z ,我 们 有 Hom(Z/2Z,Z)=0,Hom(Z/2Z,Z/2Z) 是 2 


LED。 


阶 群 。 从 而 
Henmn 它 /之 2 -0 忆 /2 7)Z/2Z)-> 

罗 站 

0 0 
不 可 能 是 正 合 序列 ， 

(2) 同样 地 ,大 9 .1.9 至 为 五 - 横 正 合 序列 ， 则 Home( 瑟 ， 
Dj 人 Homs(4， 亡 )->0 也 不 必 正 合 ， 例 如 考 庶民 - 模 正 合 库 光 
0 一 Z->Q 和 呈 =Z (其 中 ;为 包含 映射 , Q 是 有 理 数 加 法 群 ) ， 则 
Hom(Q ,Z) 一 Hom(Z,Z) 一 0 不 正 合 。 
| 六 


0 0 


现在 自然 要 提出 这 样 的 问题 : 设 五 是 一 个 国定 的 环 ， 对 于 何 
种 至- 模 已 ;, 由 羽 - 模 序列 4 乞 B->0 的 正 合 性 一 定 能 推 得 序列 
Hom a( 己 ,4 全 Homa( 己 ,3) 一 0 的 正 合 性 ?这 就 是 说 ,如 果 &:4~ 怪 
为 五- 模 满 同 态 , 则 希望 g. 也 是 尺 - 模 满 同 态 , 即 对 于 每 个 E Homse 
(了 ,了 3), 均 有 jiEHoms( 了 ,4), 使 得 了 =S.(C) 一 SA， 或 者 用 图 
表 的 语言 叙述 成 ， 

对 于 每 个 忆 - 模 图 表 


卫 


| 


人 


如 果 行 序列 是 正 合 的 , 则 必然 存在 ES Homa( 已 ,4) ,使 得 图 表 


和。 


荐 交换 的 ， 

定义 满足 上 述 条 件 的 五 - 模 己 叫 作 是 投射 及 - 模 . 

投射 模 在 近代 数学 中 起 着 不 小 的 作用 .现在 我 们 给 出 它 的 另 
一 些 刻画 方式 ， 

定理 8 设 忆 为 五 - 模 , 则 下 列 条 件 披 此 等 价 ， 

(1) 一 是 投射 五 - 模 。 

(2) 如 果 4 力 B_>0 是 娓 - 模 正 合 序列 ， 则 Homs(P,4) 
Homa( 书 ,B)->0 也 是 尺 - 模 正 合 序列 . 

(3) 如 果 0->4 允 C->0 是 已 - 模 短 正 合 序列 则 0-> 


Hom (已 , 4) 合 Homs( 已 ，B) 好 Hom,( 己 ，C)->0 是 玉 - 模 短 正 
合 序列 . 

(4) 每 个 卫 - 模 短 正 合 序列 0->4 坊 B 号 忆 ->0 必 分裂 . 

(5) 书 是 自由 忌 - 模 的 直 和 成 分 , 即 存在 自由 五 - 模 到 和 已 - 
模 及, 使 得 态 一 书 四 克 ， 

证 明 (1) 导 ->(2) ,如 投射 模 定义 之 前 所 述 ， 

(2) 所 六 (3) ,由 定理 6(Hom 的 左 正 合 性 ) 和 (2) 即 得 到 (3)， 
反之 ， 如 果 (3) 成 立 ， 并 且 4 力 B->0 正 合 ， 则 我 们 有 短 正 合 序列 
0 一 Ker f->4 少 B->0， 其 中 i 是 包含 映射 ， 于 是 由 〈3) 得 到 得 
正 合 序列 0->Hom( 己 ,Kerf)->Hom(P ,4Hom(P， 刀 ) 一 
0。 特 别 地 , 它 的 一 部 分 Homas( 忆 , 4) 蕊 Homas( 己 ,B)->0 是 正 合 
的 。 这 就 证 明了 (2)， 

(1) 之 (4) ,根据 投射 模 的 定义 ， 对 于 图 表 


卫 


TP 


-ww P 一 m 0 ( 行 正 合 ) 


ee 42 。 


他 在 五 - 模 同 态 刀 :成 一 瑟 ， 使 得 8 =12。， 由 定理 5 即 知 短 正 合 序 
列 0 一 4 少 妃 马 P_y0 必然 分 裂 . 

(4) 之 (5) :根据 引 理 2 ,每 个 模 均 是 自由 模 的 商 模 。 从 而 存在 
自由 羽 - 模 正和 瑟 的 至 - 子 模 天 ,使 得 0-> 天 ->P->P->0 是 正 合 
序列 。 由 (4) 推 出 此 正 合 序列 是 分 裂 的 。 特别 地 我 们 得 到 到 s 
己 巾 玉 ( 定 理 5 的 (3)). 

(5) 之 (1) ,对 于 图 表 

己 


| 


4 一 了 一 0 (〈 行 正 合 ) 


令 了 为 合成 同 术 下拉 天 四 P 号 已 ，; 为 合成 同 态 书号 尼 图 尸 二 
及 ,其 中 pa(zy)=y,5(y)= (0,y)。 于 是 把 上 面 的 图 表 扩大 成 


9 
4 一 -也 一 一 0 ( 行 正 合 ) 


对 于 自由 模 妹 ， 我 们 知道 存在 刁 - 模 同 态 a: 环 一 4 使 得 图 表 


卫 


是 交换 的 (8 2.2 的 习题 3). 令 产 =PiiEHome( 已 ,4), 则 g7 一 


es 了 。 


ne ， 


gp Or 一 从 而 姑 即 为 所 求 . 重 


类 似 于 投射 模 的 定义 ， 我 们 有 
定义 设 7 了 为 于- 模 。 如 果 对 于 愉 - 模 图 表 


了 


0 一 一 > 一 4 一 一“ 卫 ( 行 正 合 ) 


V 


了 


必 有 2EHoma( 到 ,7) ,使 得 图 琢 


人 和 一 一 2 一 4 2 如 
| 
是 交换 的 , 则 称 ,7 为 内 射 尺 - 模 ， 

定理 8 设 ,7 为 五 - 模 , 则 以 下 诸 条 件 后 此 等 价 ， 

(1) 了 是 内 射 刁 - 模 . 

(2) 若 0->43B 是 已- 模 正 合 序列， 则 Homs(B，J) 妃 
Homs(4,7)->0 也 是 有 - 模 正 合 序列 . 

(3) 车 0243BC->0 是 BR- 模 短 正 合 序列 ， 则 0 
Hom,(C,J)5Homs(B， 由) 全 Hom (4，.J)->0 是 忆 - 模 短 正 合 
序列 ， 

(4) 每 个 卫 - 模 短 正 合 序列 0 一 J->B 一 OO->0 都 是 分 裂 的 。 

(5) 著 .为 某 个 已- 模 再 的 子 模 , 则 y 必 是 互 的 直 和 成 分 . 

证 明 ”由 于 本 书 不 用 内 射 模 的 知识 ， 故 证 明 从 略 。 但 对 于 读 


e 4 。， 


者 却 是 熟悉 和 运用 正 合 序列 和 交换 图 表 的 一 个 很 好 的 练习 . | 


由 宝 思 8 的 (5)( 或 者 由 S2.2 的 习题 3) 可 知 自 由 模 必 为 投射 
横 ， 但 盐 反 之 不 然 ， 例 如 , 我 们 有 Z/6Z- 模 同 构 忆 /6Zs QZ] 2Z 申 
Z/3Z. 从 而 Z/2Z 和 2Z/3Z 均 是 投射 Z/6Z- 模 . 但 它们 显然 均 
不 是 自由 Z/6Z- 模 ， 不 过 在 许多 方面 ,投射 模 可 看 成 是 自由 模 的 
一 种 推广 ， 并 且 对 于 某 些 特殊 类 型 的 环 玉 , 有 限 生 成 投射 刁 - 模 必 
然 是 自 幢 - 模 . 比如 说 

定理 9 局 部 环 ( 瓦 ,m) 上 的 有 限 生 成 投射 模 必 是 自由 模 . 

证 明 设 己 是 有 限 生 成 投影 有 - 模 。 于 是 有 五 - 模 满 同 态 r: 


一己, 其 中 妨 = 旨 BRzi。 令 二 是 满足 这 些 条件 的 最 小 自然 数 。 这 
时 万 一 BRr(zD+，…+Bmr(z)， 令 天 =Kerr。 我 们 先 证 明天 三 
mm 下 ， 假 如 天 E 玖 疏 区 mm 玉 , 则 当天 唯一 地 表示 成 愉 = rici+ 
+Yaza(miE 五 ) 的 时 候 , 必然 有 某 个 7 不 属于 中 ， 不 妨 设 症 ， 

则 riED(B) .从 而 zi 一 六 = 一 TICraza+ 十 razn) .将 此 式 作 


用 ， 即 得 到 (xl) 一 2 一 Trir(2i)。 这 表明 也 三 尽 rCza) 十 


“十 玉 mr(zn)。 令 下 = 由 BRz,, 而 六 : 下 /一 天 是 关 在 五 的 子 模 丈 / 


寺 的 限制 ， 由 上 面 所 述 可 知 r' 也 是 满 同 态 .。 这 就 与 mn 的 极 小 竹 
相 矛 盾 ， 因 此 天 三 mm 了 

现 在 0->-> 书 P->0 是 尺 - 模 正 合 序列 。 由 于 己 是 投射 
模 ， 从 而 这 个 短 正 合 序列 是 分 届 的 ， 于 是 玉 = 下 四 P，P 关 己 . 
从 而 男 王 玉昌 PSEm 四 二 忆 PE 下， 即 下 =m 下 十 忆 ， 从 而 mm( 素 1/ 
忆 ) =(m 碟 十 已 0)1 己 一下/ 忆 …。 由 于 下 /PP 是 有 限 生 成 羽 - 模 . 利 
用 中 山 引 理 可 知 下 /PP 一 0，、 即 已" 一下， 从 而 已 三 太 ， 于 是 书 为 
自由 郧 合 . | 


es 45 。 


1 


我 们 在 8 2.6 中 还 要 证 明 ( 作 为 定理 12(A) 的 直接 推论 )， 如 
果 鼠 为 主 理想 整 环 ， 则 有 限 生 成 投射 五 - 模 也 必 为 自由 模 , 


习 题 
1. 证 明定 理 8 。 
2. 设 已 (JEv) 均 为 玉 - 模 ,求证 : 思 P， 为 投射 已- 模 后 > 已,CJ EVD) 


均 为 投射 尽 - 模 。 
3. 求证 下 列 三 条 件 彼 此 等 价 ， 


(1) 如 ,0 一 43 了 3 思 c_>0 是 分 裂 的 短 正 合 吾 - 模 序列 。 
(2) 对 于 每 个 玉 - 模 万 , Hom(D,Z), 0->Homs (D,， 4 从 Hom。 (三 ， 


B) 苹 Hom,(D,C)->0 均 是 分 烈 的 短 正 合 序列 . 

(3) 对 于 每 个 玉 - 模 万, Hom(e,D)，0>Homs(C，D 容 Hom 。(B， 
癌 ) 允 Homa(4，,D)->0 均 是 分 裂 的 短 正 合 序列 ， 

[提示 ，(1) 福 (3), 由 序列 & 的 分 烈性 可 知 有 同 态 c: B->4, 使 得 cp= 
14。 试 验证 w*a*= lunssti, mm。 从 而 op* 为 满 同 态 。 于 是 Hom( ， 万 ) 为 
短 正 合 序列 。 并 且 由 p*a*=1 知 此 短 正 合 序列 是 分 烈 的 。(3) 福 (1) , 取 = 
4。 由 于 w* 为 满 射 可 知 有 Je Homa(B,4)， 使 得 1 一 p*( 力 =Jp。 从 而 
为 单 射 ， 于 是 @ 为 短 正 合 序 列 。 再 由 Jp=14 可知 Z 是 分 裂 的 。 类 似 地 证 
明 (D4->(2)。] 

4. 设 忆 是 有 限 生 成 投射 B- 模 , 则 Homa( 忆 ,BR) 也 是 有 限 生成 投射 至 - 
模 ， 

5. 设 4 BSC-s0 是 玉 - 模 正 合 序 列 。 则 ，C 为 投射 R_ 模 4》 存在 
尼 - 模 同 态 :B->4, 使 得 六 f = 了 

6. 设 有 为 五 - 模 ,M*=Homa(M ,Rhx* 二 Hom (Homan(ML , 尺 )， 
玉 )， 对 于 aE1 ,定义 po:Homas(M , 玉 ) 一 忆 ,Jr>j(a)。 

(1) 求证 MK 一 Mar>pu 是 忆 - 模 同 态 。 

(2) 如 果 是 自由 五 - 模 , 则 o 是 单 同 态 . 

《3) 如 果 是 有 限 生 成 投射 妊 - 模 , 则 :于 一 形 “ 是 五 - 模 同 构 。 


$ 2.5 张 量 积 算 子 @@， 平 坦 模 


现在 我 们 介绍 用 来 产生 新 正 合 序列 的 第 二 个 重要 的 算 子 : 张 
量 积 算 子 。 先 谈 什 么 是 模 的 张 量 积 , 

设 4 和 劝 均 为 五 - 模 . 令 下 是 以 集 含 4x 瑟 为 基 的 自由 
Abel 群 . 考虑 五 的 如 下 子 集合 

(a+a'D 人 一 (a)D 一 (ea 0 

[erao -Gao aa GE4,D0 GDB,r | 

(7a,D) 一 (ay7D) 】 
以 S 表示 由 这 个 子 集合 所 生成 的 焉 的 子 群 ， 我 们 把 Abel 商 群 “ 
/1/S 叫 作 是 忆 - 模 4 和 五 的 张 量 积 , 表 示 成 4 四 * 召 .( 当 尺 = 民 时 ， 
@z 简 记 为 @@.) 而 其 中 元 素 〈9,5) 记 为 GD， 叫 作 是 元 素 acE 4 
和 5EB 的 张 量 积 ， 由 定义 可 知 , 4@s 如 中 每 个 元 素 均 可 表示 成 


> aiQ@D(aiE4,EB)， 但 是 表 法 不 是 唯 一 的 , 因 为 有 如 下 的 
i=1 


关系 : 

(aa QQDT+a GD， 

C 因 (DBD) 王 0Q@DT4QU (aa'E4,D)DEE,7rEB)， 

(ra)@D=a@(70) 。 
如 果 我 们 再 定义 

- 7(aQD)=(ra)QDC=aQ(CrD)) (CE 了 RaE4;9GPB)， 
然后 把 这 个 乘 7 运算 线性 地 扩充 到 4@x 的 全 部 元 素 上 , 即 
r( 开 ab )= 二"(eG@zi)， 
i=1 ”=1 


可 以 直接 验证 ,4Q@x 由 此 可 成 为 五 - 模 . 


定义 设 4,B，,C 均 为 五- 模 。 轴 射 厂 4x BC 岂 作 是 只 - 


ea 47 。 


re 


叹 线 性 的 ， 是 指 对 于 任意 aa'E4.0.OE 和 rrE 瑟 均 有 

fa+aiD) 一 有 Ga,0) 二 Ca 5)， 

f(a,p+p0) 一 cab)+FCa2)， 

rj(a ,0)=J(ra:D)= 了 (arp)。 
例如 ,映射 三 4xB 一 4@aDE， (0) 三 4Q@D 就 是 下 - 双 线 性 映 
射 。 我 们 现在 要 证 明 张 量 积 4@a*B 对 于 玉 - 双 线性 映射 具有 所 谓 
“证 性 质 "。， 确切 说 来 就 是 

定理 10( 张 量 积 的 记性 质 ) 设 4, 3 和 C 均 是 丸 - 模 ， 天 : 
4x 了 一 4 思 万 为 标准 耿 射 , 即 几 ab) = 一 aG@p8， 则 对 于 每 个 已 - 
双色 性 映射 了 :4x B 一 C,， 均 有 了 瞧 一 的 五- 模 同 态 帮 :4@asB-C， 
使 得 了 = 万 4， 即 (集合 和 有 贞 射 的 ) 图 表 


4xB 一 4GBaF 


人 
是 交换 的 。 


证 明 由 于 4x 屯 是 自由 Abel 群 怀 的 基 , 从 而 映射 了 以 唯 


一 的 方式 扩充 成 Abel 群 同 态 下: F-*C， 即 和 ( 开 (oo2) )- 
1 一 1 


导 Fa,)。 而 由 了 的 及 - 双 线性 可 知 子 群 8 包 含 在 Ker 了 之 
i=1 


中 .于 是 诱导 出 Abel 群 同 态 帮 : 了 /38=4Q@asB3 一 CC， 可 以 直接 
验证 j 事实 上 为 五 - 模 同 态 (这 是 由 于 fj(a,5) = Jra)p))， 并 
且 了 = 了 2 最 后 ,的 唯一 性 是 由 于 ,如 果 了 = fj2, 则 jcG@D) 
必然 为 了 Ca,2)， 而 也 由 此 唯一 决定 ,因为 4@s 也是 由 {a @D| 
ac4,5E 呈 所 生成 的 . | 


ae 48 


利用 张 量 积 的 证 性 质 ， 可 以 证 明 关 于 张 量 积 的 许多 结果 ， 
引 理 8 设 4,4B,C 均 为 瓦 - 模 , 则 有 如 下 的 吾 - 模 同 构 : 
(1 4g@asBsDOQOs4。 
(2) BRQs4 关 4. 
(3) (由 4， )@x 瑟 = 电 (4， @a*P). 
《人 (4@， 已 )@ne C 二 4@， (GOQOaxC)。 
证 明 (1) 考虑 肌 射 大 4xB 一 BQs4, 丰 (0) 一 DCC， 这 
是 玉 - 双 线性 贞 射 (例如 六 e+a 0D)=DQC+a) 一 DGQa+6G0 
=f(a0)+ 丰 ea 0) 等 等 )。 于 是 调 定 理 10 得 到 五 - 模 同 态 广 : 
-GOD->DQa4, 使 得 大 (c@D0)=2@a。 类 似 地 ,我 们 有 忆 - 模 同 
悉 BEBQa4 一 4@aDB, 使 得 8 COQ@a) = 46Q@0， 显 然 万 gE“ = 
teeiy 如 j = 王 ls， 从 而 刀 是 - 模 同 构 . 即 4@s 了 8@n4. 
(2) 考虑 了 映 射 忆 x 4 一 4， (7,a)r>ra。 这 是 已 - 双 线 性 有 喘 射 ， 
从 而 诱导 出 已 - 模 同 态 大 RQzs4 一 4, 使 得 了 (7@a) =74。 另 一 
方面 ,考虑 映射 g:4 一 PQOas4,g(a)=1@o。 这 显然 是 玉 - 模 同 
态 . 并 且 fg=14(fg(o)= 了 (LIQ@a)=1.a 一 oa)，gf= ls (ESJ/ 
(人 Ga)=S(074)=1BQ7ra=0r1D)GQa=rQa)， 从 而 RQns4=4. 
《3) 设 训 : 4 一 电 4， 为 标准 和 入 ,即将 axE 4x 映 成 电 4， 中 
这 样 的 元 未 ， 它 的 第 大分 量 为 ax 而 其 余 分 量 均 为 0， 又 设 Da: 
昌 4 一 4 为 标准 投射 , 即 ps((ai)ie 站 = 一 as。 它们 均 是 已 -异同 
态 ,并且 


(* ) 2i0 一 0(R5L 时 ) ,2 人 一 14， > iD 一 1e。 
到 筷 了 


定义 映射 

C: 人 @*DB) 一 (由 4， )G@eB 
它 是 由 a((a;Q@BD)， 一 ( 《ai， )@ 六 = (和 人 ))G@2 (这 是 有 
限 和 ) 经 线性 扩充 而 成 的 且 射 ， 这 是 忆 - - 模 周 态 . 另 一 方面 , 贞 射 
( 电 人 4 1) 2 四 (4,@xD3)， (xx0)F>(pi(z)Gpb)ier 是 已 - 双 线 性 


e 9D 。 


了 映射 ,于 是 诱导 出 五 - 模 同 态 
有 : ( 电 4， 1)@rB 一 四 (4， Gax3)， 
使 得 6U4x@D) 一 (2， (oO@bjier。 利用 关系 式 (* ) 可 知 w 和 局 互 
逆 ， 从 而 均 是 召 - 模 同 构 . 
〈4) 证 明 留 给 读者 作 练习 . 


设 4,4“ ,2 均 是 展 - 模 ， 了 :4 一 瑟 ， 1 :4 一 有 为 五 - 模 同 
4x4 一 BOQaDB' (aa)rya)@1 (ca )， 
这 是 召 - 双 线性 映射 ,从 而 诱导 出 唯一 的 羽 - 模 同 态 
fjfQ@1 :44 一 有 QQRDE1 
使 得 (JTJQTf Ceg@ao)=fa)@1 Ca .并 且 如 果 又 有 五 - 模 同 态 
8 一 CC 和 8 一 C 和 易 知 有 
(CQ@8gD)COQf =(CsGQS)， 


定理 11 下 列 诸 条 件 征 此 等 价 ， 
(G) ZE，4 尹 瑟 马 ->0 为 肌 - 模 正 合 序 列 ， 
《2) 对 于 每 个 五 - 模 万 ， 
Doe，Dpas48Da@518SDQ@C>0 
均 是 鼠 - 模 正 合 序列 。 
〈3) 对 于 每 个 瓦 - 模 忆 ， 
ZEOD， 4@DJ4p@D syoa@,D>0 
均 是 忌 - 模 正 合 序列 ， 
证 明 (1 闻 (2)， 为 证 序列 DQ@e 在 DOQaxC 处 的 正 合 性 ， 
只 需 证 In(1@8&g)=DQaxC。 这 由 如 的 注射 性 不 难得 到 .因为 对 
每 个 cEC 均 有 DBE 使 cgC) .从 而 对 每 个 ED 均 有 (1@E) 
(GDb)=0Goe. 而 DOQ@aC 是 由 fgQ@cldgeDcEC} 生 成 的 , 所 以 
ImCLIOg)=DOxC。 
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由 gj =0 可 知 018) (1@ 四 =1@8g8J=1@0=0, 从 而 Im 
(1@ 旋 三 Ker(1IQeg )， 

最 后 证 In(1@ 力 =Ker(IQ@g): 由 Im(l@@ 六 三 Ker(lQg) 
可 知 1 包 g 诱 导出 恬 - 模 同 态 1J@8: (DQ@sB)/Im(GG@Hj 站 一 DG@。 
C .从 而 有 交换 图 表 


(DenB)/imden 一 29 一 De@i0 


愉 7 


其 中 = 为 标准 满 同 态 。 我 们 只 需 再 证 1@ ES 是 刁 - 模 同 构 即 可 ， 因 
为 由 此 便 得 到 Ker(1@g)=Ker(1@g'r)=Kerr=Im(1@ 门 . 

考虑 映射 p: 万 x CC- 一 (DQ@sB)/Im(I@P)，(dc)hy 0 四 5 ， 
其 中 履 满 足 g(D) =c。 这 个 映射 是 可 以 定义 的 .因为 若 又 有 & (2) 
=, 则 2 一 六 EKerg=Imj ,从 而 4@8 一 04@7 ， 易 知 p 为 刁 - 双 
线性 映射 。 于 是 诱导 出 怀 - 模 同 态 

五 :DOxC- 一 (CDQnB)/Im(l@P)， 

使 得 万 (d@c) = 9@5 ,其 中 p(b) 一 c。 验 证 厂 和 1I@8g 互 道 。 从 而 
1@g 为 及 - 模 同 构 ， 这 就 证 明了 DQe 是 正 合 序列 . 

(2) 祁 (1): 由 引 理 3 给 出 了 羽 - 模 同 构 pu:4S 民 Q@ne4， 
ho) 一 1@a， 类似 地 定义 ms 和 pe。 可 直接 验证 图 表 


4 本 妃 二 CC 一 >0 
j jz ja 
RaQd4ISApa ,BlI8Raw CC >0 


是 交换 的 . 由 (2) 知 第 二 行 正 合 ( 取 慷 = 天 ) ,从 和 第 一 行 也 正 合 (8 
2.3 习题 5). 
(2) 和 ->(3) ， 对 于 任意 模 乙 ,我们 在 引 理 8 中 给 出 了 五 - 模 同 


se。 DT ， 


8 


询 &44@D3S3OQBe， HaBd)=xQ@a， 类 似 地 定义 As 和 
/oo。 可 直接 验证 图 表 
4o@D Bypa,Dseoaw ,D ->0 
琵 
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DadSpa ,paspa,c- >0 


是 交换 的 ,于 是 由 此 图 表 中 的 一 个 行 是 正 合 的 ,可 推出 另 一行 也 是 
正 合 的 。 这 就 表明 (27 和 (3) 是 等 价 的 . 量 

注 记 1. 定理 11 可 以 简单 地 说 成 , 张 量 积 算 子 DG@。 和 @D 
均 是 右 正 合算 子 . 

2. 如 果 0~4 心 互 是 尼 - 模 正 合 序列 ,对 每 个 玉 - 模 疡 ,0-y 万 
@s4 ->D@B( 或 者 等 价 取 ,0->4@sD 195B@，,D) 是 否 也 -- 
定 正 合 ? 答案 一 般 是 否定 的 ， 例 如 0->Z>Q 是 正 合 Z- 模 序列 (其 
中 ;为 包含 映射 )。 取 万 = Z/2 Z, 则 Z/2ZG@Z=Z/2Z( 引 理 8 )， 
Z/2ZQ@Q=0( 习 题 ? )， 从 而 

0-> 忆 /2 0 8 不 正 合 ， 


0 0 


定义 “ 玉 - 模 万 叫 作 是 平坦 R- 模 ,是 指 : 若 0-> 4 人 了 为 五 - 
模 正 合 序列 ， 则 0->4@DJS5B@nD( 或 者 等 价 地 , 0->DQ@a4 
JP@，。B) 也 必 为 正 合 序列 ， 

由 定理 11 可 知 ， 这 也 相当 于 , 若 0> 4 也 8 号 C-y>0 为 已- 模 
短 正 合 序列 ， 则 0>4Q@asDJI23pQ@D sc@。D->0 (或 者 等 
价 地 ，0o->D@a4 J85p@,B188D@，,C->0) 也 必 为 短 正 合 的 . 
这 也 可 以 简单 地 说 成 ， 刀 为 平坦 玉 - 模 的 充 要 条 件 是 张 量 积 算 子 


@asD( 或 了 Q@*) 是 正 合算 子 ， 


下 面 是 平坦 模 的 性 质 。 
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引 理 9 (1) 互 为 平坦 已 - 模 . 

(2) 设 PiE TI) 均 为 召 - 模 ， 则 久 有 为 : 坦 已- 模 和 所 -> 必 CE 了 7) 
均 为 平坦 忌 - 模 . 

(3) 投射 刀 - 模 必 为 平坦 已- 模 . 

证 明 (1) 设 了 :4->2 是 下 - 模 同 态 ， 我 们 有 交换 图 表 

了 
RaQ 4ISPa。B 

其 中 心 和 8&s 是 自然 的 天 - 模 同 构 。 于 是 由 了 为 单 射 可 得 到 1 已 1 
为 单 射 ， 这 就 表明 五 是 平坦 已 - 模 ， 

(2) 首先 我 们 指出 一 个 明显 的 事实 ， 如 果 { 太 :4 一 4 jey 为 
一 个 瑟 - 模 同 态 族 , 则 有 了 唯一 的 姜 - 模 同 态 四 广 . 电 4， 一 电击 ， 使 得 
Caierr>(fiCai))ier。 并 且 四 六 为 单 射 后 > 放 GE 门 均 为 单身 

现在 设 f :4 一 4 是 已 - 模 单 同 态 , 则 有 交换 图 表 


(@808a4 


四 (BE@4) -0 CpG@s4) 


其 中 6 和 有 是 引 理 8 (3) 的 证 明 中 给 出 的 丸 - 模 同 构 ， 即 满足 
BBC)icr@a) 一 (DQ@ea)icr。 由 此 交换 图 表 可 知 

1@ 1 为 单 射 (1=1es) 拓 福 四 (1@ 丰 为 单 射 (1 一 1 

<->1Q@HGET) 均 为 单 射 ， 

这 就 表明 四 刀 , 为 平坦 忆 - 模 乓 ?>BiGET) 均 为 平坦 忆 - 模 . 

(3) 设 忆 为 投射 刀 - 模 ， 则 已 = 三" 四 六, 忆 兰 已 ,其 中 为 自 
由 尽 - 模 ”但 是 丸 同 构 于 一 些 五 的 直 和 ， 由 (1) 知 妨 为 平坦 吾 - 模 . 
从 而 由 (2) 可 知 自由 殖 - 横 忆 也 是 平 组 已- 模 。 于 是 同 构 于 疮 的 直 
和 成 分 的 己 也 是 平坦 玉 - 模 .是 


系数 环 的 扩张 
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投 广 五 -一 人 是 环 的 同 态 .我 们 在 8 2.2 例 5 中 表明 了 一 个 S- 模 
如 何 借助 于 了 可 成 为 已- 模 (rz=fGr)zy，7ER)， 现 在 我 们 利用 
张 量 积 算 子 ,借助 于 了 可 以 把 一 个 五- 横 作 成 S- 模 。 最 常用 于 忆 
是 8 的 子 环 而 了 为 包含 映射 的 情形 ， 这 时 相当 于 把 一 个 召 - 模 的 
系数 环 从 忆 扩 大 成 @ ， 从 而 是 系数 环 的 扩张 . 

如 果 贱 R>S 是 环 的 同 态 , 则 8 自然 地 看 成 是 吾 - 模 .〈 对 于 
7EsES, 定 义 7s=Jr)s.) 于 是 对 于 每 个 忆 - 模 歼 , 我 们 有 张 量 
积 3@a 好 . 我们 已 经 给 出 $ 四 s 形 的 妨 - 模 结构 . 进一步 ,对 于 s,s/ 
ES,mEM, 定 义 5 0s@m)=(05 5)@m， 然 后 将 这 种 乘 S 中 元 素 
的 运算 线性 地 扩充 到 整个 S@s 开 之 上 ,容易 验证 S@as 由 此 而 
成 为 8 - 模 . 从 而 系数 环 从 忆 改 成 S 

例 设 允 为 Z- 模 (Abel 群 )ZGZV/2Z02>1)， 则 QQ@U 为 Q 上 
的 向 量 空间 ， 事 实 上 ， 

QQ@MH=QQ(LZ 四 Z/nZ) 兰 (QQZ) 四 (QQZ/AZ) 
兰 Q 申 0 兰 Q， 

从 而 QQ@M 是 Q 上 的 一 维 向 量 空间 ， 它 把 Z- 模 于 的 扭 子 模 
(MI)=Z/2Z“ 杀 掩 ?、 我 们 在 82.6 中 要 给 出 主 理想 整 环 尺 上 任 
意 有 限 生 成 模 歼 的 一 般 结构 。 那 时 可 以 看 出 ， 如 果 令 天 是 刁 的 商 
域 ， 则 妇 加。 即 是 将 江 的 扭 子 模 了 (MN) 杀 掉 ， 而 变 成 下 上 的 遍 
量 空间 ， 并 且 dimz( 天 @sM)=ranksM( = 对 中 马 - 线 性 无 关 元 
素 个 数 的 最 大 值 ) 


我 们 已 经 说 过 ，4@s 了 3 中 每 个 元 素 是 有 限 个 形 如 acQ@8 的 元 
素 之 和 ， 但 信人 不 从 快 的 是 ， 这 种 表达 式 是 不 唯一 的 .例如 在 
ZQ@Z 中 ，1@5=2@2+1@1. 但 是 当 4 或 互 中 有 一 个 为 自由 尽 - 
模 的 时 候 ， 我 们 可 以 把 4@* 刀 中 元 素 唯 一 地 表达 成 某 种 形式 。 

3 引 理 10 设 于 是 以 了 为 基 的 自由 五 - 模 , 即 忆 一 电 8y， 而 了 


e 总 4。 


为 任意 羽 - 模 。 则 4@as 屯 中 元 素 均 可 唯一 地 表示 成 ai@yi， 其 
i=1 

中 ”0,0saiE4, yiET ,并 且 诸 ys<i 和 2) 两 两 不 同 . 

证 明 ”表达 式 的 存在 性 是 显然 的 。 为 证 唯一 性 ， 只 需 证 明 如 
果 》， Qi yi 一 > ,5Qy， 其 中 cpDiE 4，yYiE 了 ,并 且 诸 Yi (1 委 ; 

i=1 =】 

<2%) 两 两 不 同 , 则 必然 a:= 羡 (1 丢 2 入 2 )， 

记 4,==4Q@asRy(CyE 了 ) .我们 知道 4 一 4,aQ@Yyr>a 是 下 - 模 
同 构 , 因此 由 wa@y=4a'@yYy 可 推出 s=4 进而 , 我 们 在 引 理 8 


中 证 明了 
4@a 一 4@4( 电 P) 关 电 (4@nRy) 一 电 4， 


仔细 考查 那里 给 出 的 同 构 , 可 知 元 素 并 4Q@YyiE4@x7 ( 诸 y; 两 
1 一 | 
现 不 同 ) 台 成 元 素 {tb jyer E 电 4 其 中 tjver 的 第 yi 分 量 为 轧 ,= 


aiQ@YyL si 和 2) ,而 对 于 其 余 的 y ,加 一 0。 因此 若 志 0iQ yY，; 一 


2 0Q@Y， 考 虑 到 它们 在 四 4， 中 的 象 , 可 知 woQ@yi 一 六 @Yy Ts 
t=1 YE 


i<2)。， 于 是 由 前 所 述 , 便 有 ai=2DC1<i<2) .| 


系 引 设 4 和 了 分 别 是 以 和 了 为 基 的 自由 五 - 横 , 则 4@x 刀 
也 是 自由 下- 模 , 并 且 {zQ@ylrEX,yE7) 是 它 的 一 组 忆 - 基 。. 
证 明 4 中 元 素 均 可 表 为 4 一 六 jg (有 限 和 ,miE 玉 ,ziE 


王 ) ,她 中 元 素 均 可 表 为 2= > , siy;( 有限 和 ， SiER,yrET) ,从 而 
a@D == Zis7;@Y: (有限 和 ). 而 4@ .了 是 由 这 种 e@28 生 成 
的 。 这 就 表明 4@ *B 中 每 个 元 素 均 是 (zx@y|zE, yEZ} 中 元 


ee 万 5 。 


素 的 瑟 -线性 组 合 ， 另 一 方面 ， 如 果 和 7 ;yy， 2 


(有 限 和 ,ip71G 忆 , 诸 7， 两 两 不 同 , 诸 y， 也 两 两 不 同 )， 则 由 引 
理 10 可 知 , 对 每 个 7 均 甩 Tt 2 再 由 X 是 五 - 模 4 


的 基 , 即 知 对 每 组 i7, 均 有 7 一 "29， 这 样 证 明了 表达 式 的 唯一 
性 .因此 4@*8 为 自由 已 - 模 ,并 且 (zQ@y|zEX,yET] 是 4@ 
的 一 组 基 . | 

系 2 设 刀 是 3 的 子 环 ,内 是 以 X 为 基 的 自由 已 - 模 , 则 人 @* 
于是 以 {1@zxlzxEX+} 为 基 的 自由 心 - 模 ， 

证 明 由 引 理 10 可 知 , 将 8S@。H 看 作 是 忆 - 模 时 ,每 个 元 素 


均 可 表 为 中 sz 一 歼 s(1@z;) (siEGxiE, 且 诸 w; 两 两 
i=1 = 
不 同 )， 从 而 SQ@s 中 元 素 均 可 表 成 {1@xz|z6E 和 )} 的 S- 线 性 组 


入 名 险 


合 . 进而 ， 若 》si(1@x,)=- > s 1Q@xz;)， 则 > ， SiQ@zi= > 

1= 5 一 1 上 
sQ@xyi， 由 于 和 X 是 忆 - 模 民 的 基 , 于 是 由 引 理 10 即 知 s:= si (1 
i<2). 这 就 表明 {(1Q@zjyzcEX) 是 3- 模 SSQ@* 夺 的 一 组 基 , 而 SQn* 


于 是 自由 3- 模 . 量 


习 题 

(以 下 题 中 记 和 .=Z/mZ) 

Ei. 没 4 为 Abel 群 ,求证 ， 

(1 4Q2Z .=4/m4 (>>1) 

(2) ZugGssGon (人 RiP1)。 

2. 设 4 为 捏 Abel 群 ( 即 每 个 元 素 均 是 有 限 阶 的 六 则 4@Q=0, 但 是 Q 
wwQ=Q. 

3. 设 4' 和 了 分 别 为 吾 - 横 4 和 五 的 吾 - 子 模 , 求 证 有 五 - 模 同 构 
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4@ 雹 = 季 吧 
其 中 口 是 4@p 中 由 {(a@p aeGD IE4aE4 EBD EZB) 生成 的 瑟 - 
子 模 ， 

4， 设 x:2 一 2 是 Abel 群 的 唯一 的 非 零 同 态 。 求 证 1@a :2 QQ 人 
包 2Q 是 零 同 态 。 

5. 求证 下 列 三 个 命题 是 彼此 等 价 的 ， 


生 


(1) 0-> 4 卫 瑟 久 C_，0 是 分 烈 的 刁 - 模 短 正 合 序列 。 

(2》 对 于 每 个 及- 模 万 ,0D@ndIBDp@p-BE ,DQ@。C-*0 均 是 分 
裂 的 媚 - 模 短 正 合 序列 。 

(3) 对 于 每 个 玉 - 模 站 ，0->4@sD- 名 1L ,5@DESL cQ@D-0 均 
是 分 裂 的 媚 - 模 短 正 合 序 列 . 

6. 设 a 为 环 尼 的 理想 , 于 为 忆 - 模 。 则 有 尺 - 模 同 构 

QUM= - 忆 

其 中 aM=( 有 限 和 2aioailaiEa，mWiE1) 为 内 的 玉 - 子 模 。 

7. 设 a 和 日 均 是 环 丸 的 理想 ， 则 有 有 - 模 同 构 


羽 
QT 十 b” 


民 。 忆 、 
革 四 o 兰 


8. 设 已 为 局 部 环 , 戏 和 广 均 是 有 限 生 成 刁 - 模 ,求证 :1QaN =0 和 全 对 一 


ER 号 好 和 N MOQsN 
0 或 者 六 一 0 [提示 ， 利 用 习题 6,7 :证明 记 入 @@s 丰 - 王 而 [天 的 , 然 


后 利用 中 山 引 理 .] 

9. 求证 多 项 式 环 及 [ 为 平坦 及 - 模 ， 

10. 求证 ， 六 为 乎 坦 忆 - 模 的 充 要 条 件 是 ， 如 果 1M' 卫 1 吕 M7 为 尺 - 模 正 
合 序 列 ， 则 1 @AN-JBL NGoN-sBB Mr @sN 也 为 及 - 模 正 合 序列 . 
[提示 ， 正 合 序列 形 ' 忆 于 号 于 /等 价 于 如 下 两 个 正 合 序列 ， 0->Ker 了 22 革 
Im 六 >0 和 0->Kerg 了 1&Img-0.1 

11. 设 六 4- 巨 为 环 的 同 态 ， 由 久 将 下 作 成 4- 模 , 如 果 jb 为 平坦 4- 
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人 


模 ， 求 证 B@ .1 为 平坦 妃 - 模 . 

12. 设 到 和 六 均 为 平坦 玉 - 模 , 则 于 @asN 也 为 平坦 R- 模 。 

13. 设 a 为 环 玉 的 理想 并 且 ay( 五 )( 玉 的 大 根 )， 允 为 斑 - 模 , 六 为 有 
限 生 成 忆 - 模 。?2 :一 六 为 吾 - 模 同 态 . 如 果 诱 导 同 态 Za NM 一 Na 为 
满 射 ， 求 证 x 也 为 满 射 。 

14. 设 1 是 有 限 生 成 羽 - 模 ,了 :1 一 玉 " 为 尺 - 模 满 同 态 。 求 证 Ker 了 是 有 
限 生 成 届 - 横 .[ 提 示 : 设 ee 是 尽 " 的 一 组 五 - 基 ,f(e)=e (1<; 和 nn)， 


证 明 双 是 Ker 了 和 子 模 27Rui 的 直 和 -] 


15. 设 帮 4 五 为 环 的 同 态 ，M 为 五 - 模 ， 经 过 了 将 M 看 成 是 4- 模 (a. 
包 = 帮 oa)mm) ,然后 再 把 这 个 4- 模 寻 扩充 成 下- 模 Ms 一 万 四 4 求证 :标准 
五 - 模 同 态 8: 一 Mayl> 1IQy 是 单 同 态 , 并 且 8 (M) 是 互 - 模 Ms 的 直 和 
成 份 .[ 提 示 ， 定 义 D:Ma 一 M，DQY 一 5y， 求 证 Ma 一 Im ES 中 Kerp.] 

16. 设 M，N，, 忆 均 是 天 - 模 ， 如 果 五 - 模 下 与 六 同 构 , 则 局 - 模 MGQas 己 和 
N@sP 也 同 构 . 


$ 2.6 主 理想 整 环 上 的 有 限 生 成 模 


环 尽 上 有 限 生 成 模 的 结构 和 分 类 问题 ， 是 模 论 或 环 论 的 中 心 
问题 之 一 。 对 于 一 般 的 环 忆 ,这 个 问题 是 困难 的 。 当 刀 为 域 时 ,这 
个 问题 是 容易 的 “” 因 为 域 尺 上 有 限 生 成 模 就 是 有 限 维 忆 - 向 量 空 
间 ， 而 两 个 有 限 维 向 量 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 具有 相同 的 维 
数 ， 本 节 我 们 解决 鼠 是 主 理想 整 环 的 情形 ,给 出 有 限 生 成 忆 - 模 的 
结构 和 分 类 定理 。 特 别 取 己 一 己 , 我 们 就 得 到 有 限 生 成 Abel 群 的 
结构 和 分 类 结果 . 最 后 我 们 还 谈 一 下 本 节 结 果 在 线性 代数 中 的 一 
个 应 用 。 我 们 在 第 五 章 还 要 给 出 Dedekine 整 环 上 有 限 生 成 模 的 
结构 和 分 类 的 完整 结果 . 

关于 主 理 想 整 环 上 的 有 限 生 成 模 ， 其 最 关键 的 结果 是 


定理 42 设 忆 是 主 理想 整 环 ,1 为 秩 # 的 自由 忌 - 模 , 则 
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(4) 对 的 每 个 已 - 子 借 到/ 也 是 自 由 王 - 模 ,并 且 rankas 好 去 
(五 ) 存在 el ……encM ao 和 已 ， caifozl |a， 4 


有 = 玉 e 四 .四 Re 1 一 六 ae 中 四 民 aoe. 
注 记 设 a 和 ?是 整 环 瓦 中 的 元 素 , 则 ef[|2(a 整除 2) 是 指 有 
cGER 使 得 2 一 ac。 这 也 相当 于 说 (0 三 (a )， 
证 明 我们 首先 需要 作 些 准备 工作 . 不 妨 设 开拓 0,， 对 于 每 
个 xEHoma(1 , 吾 )， 2) 是 玉 的 子 模 , 即 为 刁 的 理想 ， 从 而 是 
主 理想 ， 于 是 允 (有 0)=(as), aeE 玉 ， 芳 虑 环 的 理想 集合 
忆 ={(a)|ZzEHomas(N, 尽 )}。 
取 《=0 可 知 零 理想 属于 羡 ,从 而 卫 是 非 空 集合。 我们 可 以 不 用 
Zorn 引 理 而 用 反 证 法 直接 证 明 三 有 极 大 元 ， 假 如 对 于 三 中 每 个 
理想 a ,都 有 理想 bE 三 大 于 0 ,我们 就 得 到 无 限 递 增 理 想 升 链 aiC 


aC CoaC,…, 易 证 a= [ja 也 是 尺 中 理想 ， 于 是 a= (o)， 
六 一 


由 于 aEa, 从 而 4a 必 属于 某 个 u。 于 是 aoCan+riSna= 一 (aqa) 三 uv 
这 就 导致 闻 盾 。 于 是 三 包含 极 大 泡 . 设 wa. 玉 =(ao) 是 二 中 一 个 
极 大 元 ， acEHoms(3, 尽 ). 任 到 五 - 模 世 的 一 组 基 炎 15 “2 加 


JU= 四 Ba 仿 


2 一 瑟 ， af 2oszs)=a 


大 一 | 
则 2?;,EHoma( NM ,六 )(<im)。 由 于 开会 0, 可知 至 少 有 一 个 ? 
使 得 mi( 开 人 关 0。 但 是 D,(MO)E。 这 就 表明 三 中 包含 非 零 理 
想 ， 特 别 地 ,三 中 的 极 大 元 (as) 不 是 零 理 想 , 即 aus0, 于 是 wss0 
令 e:E 末 (使 we 人 0) 一， 则 es0 进而 ,对 于 每 个 vcEHoma( 开 ， 
五) ,必然 asjuo(e)， 因 为 车 令 % = (ass2(Ce'))， 则 有 ;cc 五 ,使 得 
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Q 一 Dousd+ ce )]， 于 是 V 一 (orco)0e 人 一 z2(e) 其 中 已 一 p 十 
c2EHoma( , 尽 )。 从 而 (aoS(o)Se(MNOEZ， 由 (av) 的 极 
大 性 即 知 (a.)=(d)， 但 是 &=(aso(e)) ,从 而 必然 aolz(e)， 
特别 地 我 们 有 wj pi(e)(1sis2)。 这 表明 e' 表 成 zz 的 
忆 - 线 性 组 合式 时 av 除 尽 全 部 系数 ， 从 而 有 eE 对 使 得 e 一 ave， 
于 是 mw 一 zw(e 人 )=4 (aue) 一 aux (e)， 由 于 auss0， 从 而 zx (e) = 
要 

现在 我 们 要 证 明 : 

有 = 玉 e 中 Kervw， 《1) 
开 / 一 尼 e/ 四 (MImKerz). (2)》 

对 于 每 个 YE Nm=w()e+(z 一 20z)e) 而 Vw(Y 一 wzye) 
=&%(z) 一 wx(z)xw(e) 一 0( 因 为 w(e)=1)。 这 就 表明 一 x(z)eG 
Kerx， 从 而 

开 王 玉 e 二 Kerau (3) 
类 似 地 ,对 于 yE 开 则 xy)=bavbpE 中 (因为 &y)E2x(CMNO = 
《au ). 于 是 y=2pase+(y 一 &(Yy)e)-=pe' 上 (y 一 xy)e), 而 y 一 
xy)eEKeI。 这 就 证 明了 
肛 一 尽 e( 二 (1 站 区 ery)， (4) 
我 们 还 需要 证 明 (3) 和 (4) 式 右边 均 是 直 和 。 这 相当 于 要 证 明 刃 s 
门 必 er 一 0 Re 站 CnKerz)=0， 我 们 只 需 证 明 第 一 式 , 因 为 
出 第 一 式 立 得 第 二 式 , 设 YERemKery, 则 zx=cecE 玉 ， 并 且 
ay) 一 0。 于 是 0=2(2) 一 ace) 一 cxufe) 一 c， 从 而 yy 一 ce 一 0.e 
= 一 0， 这 就 表明 ReP Kerx=0。 于 是 我 们 证 明了 (1) 和 (2) 式 ， 

有 了 以 上 的 准备 ， 我 们 现在 来 证 明定 理 中 的 (4)。 由 于 歼 中 
最 多 有 7? 个 元 素 是 五 -线性 无 关 的 (82.2 习题 4) ,从 而 它 的 子 模 也 
是 如 此 。 所 以 我 们 只 需 对 每 个 7*(0 委 ”和 2) 归纳 证 明 如 下 的 命题 
即 可 ， 

命题 已 人 >): 如 果 开 的 忆 - 子 模 六 至 多 只 有 7 个 元 到 是 尽 - 线 
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性 无 关 的 , 则 立 是 自由 五 - 模 ， 

忆 (0) 显 然 正 确 ， 设 9>>1， 而 当 *<q 时 已 (r) 均 成 立 。 如 果 
子 模 对 “天 0, 并 且 至 多 有 2 个 元 素 是 已 -线性 无 关 的 ， 对 于 “ 按 
本 证 明 前 部 分 所 述 ， 我 们 就 得 到 (2) 式 .其 中 子 模 好 “人 Keru 中 
巡 - 线 性 无 关 元 素 显然 不 能 超过 9 一 1 个 。 从 而 由 归纳 假设 可 知 
节 'mKeruw 为 自由 玉 - 模 ， 于 是 玖 "= Re 四 (Kervx) 也 是 自 
由 了 尾 - 模 。 即 P(9) 成 立 ， 这 就 证 明了 (4). 

再 证 定理 中 的 (B). 我 们 对 郊 =rankz 开 归纳. 7=0 时 (3) 
显然 成 立 . 假设 到 的 秩 小 于 站 时 ( 瑟 ) 均 成 立 ， 我 们 根据 (4 ) 知 道 
Ker &% 为 自由 瑟 - 模 ， 而 由 (1) 式 可 知 rankz(Keru)=7 一 1. 对 于 
Ker2& 和 它 的 子 模 型 * 认 Kerx 利用 归纳 假设 ,可 知 有 ez，…，enE 
Kerx ,ao ,ay ER,aslasl.…|1a9 委 92， 使 得 

民 er2 一 玉 e 四 … 由 尼 e,， 

杂记 Kerx 一 瑟 aae: 中 … 四 尼 aoev， 

于 是 令 aij= as,ei=e, 注 意 e =ase, 从 而 由 (1 和 (2) 式 得 到 

好 一 RRel 四 四 必 ee 王 玉 aiel 由 中 Raoe，， 

但 是 我 们 还 需要 证 明 ai| az， 由 于 el …，,en 是 刁 - 模 玉 的 基 , 从 而 
可 定义 vEHomas( ,五 ) ,使 得 

2(ei) 一 "Ce2) 一 1,2(es) 一 "一 2(ea) 一 0 
于 是 ai=as=2(asel) 一 2(e)E2( MD) 因此 (ec)S2CMKO)EZ， 
由 于 (au) 为 三 中 极 大 元 ， 可 知 交 到 =(ao)=(4a0)， 但 是 az 王 
2(aaea)E2( ,从 而 azE(Cab, 即 aila。， 这 就 完成 了 定理 12 
的 证 明 ， | 

注 记 习题 6 是 定理 12 的 矩阵 形式 。 并 且 我 们 这 里 给 出 的 
证 明 实 际 上 也 就 是 通常 将 一 个 方 阵 化 成 在 初等 变换 下 与 它 等 价 的 
对 角 阵 的 方法 ， 不 过 我 们 这 里 不 是 在 域 上 而 是 在 主 理想 整 环 上 作 
这 件 事 情 . 
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定理 12 是 关于 自由 站 - 屏 的 结果 。 我 们 知道 ,如果 忆 是 整 环 ， 
则 自由 互 - 模 都 是 无 捏 模 ， 所 以 对 于 任意 的 有 限 生成 下- 模 ， 我 们 
还 要 考虑 它 的 扭 子 模 ( )， 下面 的 结果 是 令 人 愉快 的 . 

引 理 12 设 五 为 主 理想 整 环 , 下 为 有 限 生 成 忌 - 模 ， 

〈1)》 如 果冻 为 无 扭 模 , 则 对 必 为 自由 五 - 模 . 

(2) 在 一 般 情形 下 , 于 中 存在 秩 有 限 的 自由 已- 子 模 卫 ， 使 得 
好 = 下 TCM ). 

证 明 (1)》 不 妨 设 开关 0， 设 并 是 召 - 模 天 的 一 个 有 限 的 生成 元 
集合 .8={z7l1，……,2zo 是 和 的 一 个 极 大 瑟 - 线 性 无 关子 集 合 . 由 
于 形 夭 0, 从 而 式 中 有 非 零 元 素 ， 又 由 于 政 是 无 扭 的 ,每 个 非 零 元 
素 均 形成 五 -线性 无 关 的 一 元 集合 。 因此 4&3 非 空 , 即 2 关 1， 由 4 
生成 的 歼 的 忆 - 子 模 玉 显然 是 以 3 为 基 的 自由 五 - 模 ， 即 忆 三 
由 Ra。 对 于 每 个 yE 开 ， 由 8 的 极 大 性 可 知 (y ,zz 是 
导 - 线 性 相关 的 ， 从 而 有 不 全 为 零 的 ryrl ……7wE 忆 ,使 得 

7yy 十 9141 十 *%， 十 ndn 一 0， 


于 是 ryy 三 一 (rizi+…… 二 Yaga)EG 玉 ， 由 于 xi，……z* 是 也 - 线 性 
无 关 的 ， 可 知 必 然 , 夫 0。 现在 令 ?= [>, 则 7 天 0( 因 为 寻 为 整 
4 生 瑟 


环 而 *, 均 不 为 0)。 从 而 对 每 个 yE 互 , 均 有 7*yE 态 ， 因 为 民生 成 
列 , 从 而 7 好 三 玉 . 但 是 由 定理 12, 自 由 忌 - 模 环 的 子 模 *M 也 是 
自由 五- 横 ， 最 后 定义 
了 1MN-7H mm) 一 0 (EL )。 

这 是 五 - 模 满 同 态 。 由 于 下 中 没有 捏 元 素 并 且 r 天 0, 从 而 Ker 了 = 
0。 即 了 为 五 - 模 同 构 。 于 是 歼 同 构 于 rM ,从 而 是 自由 尽 - 模 . 

(2) 我 们 有 刁 - 模 短 正 合 序列 

0-> 了 (下 ) 一 有 -31JT(CR) 一 0 
但 是 到 /T(M ) 是 无 扭 吾 - 模 。 由 (CH 知 WA] ) 是 自由 五- 模 . 
所 以 也 是 投射 忆 - 模 . 于 是 上 面 的 正 合 序 列 是 分 裂 的 〈 定 理 8 的 
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《4))， 记 以 了 21) 是 下 的 直 和 成 分 ， 即 好 = 下 四 7( 到 ), 于 是 万 
关 47/T(MN)， 从 抽 环 是 自由 瑟 - 模 ， 而 由 于 的 有 限 生 成 性 质 可 知 
至 的 秩 有 限 . 站 

注 记 (1) 在 直 和 分 解 式 形 王 下 (有 天) 田 玉 中 ,不 不 是 唯一 决 
定 的 ， 但 是 若 又 有 型 =72( 开 ) 申 民 ， 则 下 兰 M7AT(R) 宕 成 /. 
于 是 自由 忌 - 模 丸和 玫 ' 有 相同 的 秩 . 因此 ranks 丸 一 ranks 
好 7/T(2) 是 由 下 所 唯一 决定 的 ， 我 们 把 ranks 寻 /2( 开 ) 咀 作 是 
有 限 生 成 于- 模 冯 的 自由 秩 . 不 难 证 明 ， 开 的 自由 秩 等 于 于 中 羽 - 
线性 无 关 元 素 的 最 大 个 数 ( 习 题 1 ). 

《2) 若 召 - 模 开 不 是 有 限 生 成 的 , 则 引 理 12 中 的 (1) 不 一 定 正 
确 ( 习 题 7 ). 


现在 证 明 我 们 的 主要 结果 一 一 主 理想 整 环 上 有 限 生 成 模 的 结 
构 和 分 类 ， 
定理 13 设 刀 为 主 理想 整 四 , 邓 为 有 限 生成 尺 - 模 ， 
(D 存在 20rlt TiE 玉 (0)，7 均 不 为 0 和 单位 ， 
7ilra| …'|7,，, 使 得 
开关 忆 " 四 有 R/rD) 四 … 田 届 /(>)  ( 瑟 - 模 同 构 ). 
并 且 交 和 理想 (7 ，… (7 由 下 所 唯一 决定 . 
(4D 存在? 关 0 和 刀 中 素 元 D1，……Dx( 不 必 不 同 )(R 关 0) ,以 
及 正 整数 s，… ,si 使 得 
虹 宕 妖 " 丑 尼 1(D1 四 四 有 (2 (五 - 模 同 构 ). 
并 且 即 各 忆 的 理想 (2 他 (28) 由 有 下 所 唯一 决定 ， 
注 记 主 理想 整 环 尺 中 的 元 素 2 叫 作 是 素 元 ,是 指 (?) 为 五 的 
素 理 想 . 
证 明 设 鼠 - 模 到 可 以 由 名 个 元 素 生 成 , 则 到 是 秩 为 到 的 自由 
刁 - 模 王 的 商 模 ， 即 存在 尺 的 子 模 S， 使 得 政 兰 玉 /S。 根据 定理 
12;,S 为 自由 玉 - 模 ， 并 且 存 在 下 的 一 组 基 es …，,en 和 非 零 元 素 
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al arER9s<I)， ailas| … -ja 使 得 
四 = 改 e 由 四 症 e 一 及 ae 四 中 aoev， 


于 是 
弄 兰 BF713=(RBei 四 四 Re 人 Baiel 四 … 四 忆 ayer) 
人 尽 el ee _ 卫 es 四 
五 aiel 申 中 矶 ge 四 有 e+ 四 下 Re 


兰 妖 /Ca 四 四 导 / (ao) 四 王公 一) 
设 ci ,as 的 前 9 -个 为 召 中 单位 ,而 后 上 个 不 为 单位 .并 且 记 
后 上 个 为 Ts70 则 71 17， 尼 /ai) 社民 /下 =001 入 1 魏 4 
一 轨 从 而 
对 人 兰 忆 " 四 尽 / 7 四 四 R/ Cr) ， 
这 就 得 到 了 ( 工 ) 中 所 述 的 表达 式 ， 进而 ， 主 理想 整 环 已 必然 是 唯 
一 因子 分 解 整 环 ， 即 五 中 每 个 不 是 单位 的 非 零 元 素 7 均 可 唯一 地 
表 成 7 一 24……28 其 中 Di …，D。 是 彼此 互 峙 的 素 元 ,ai 记 1G<; 
短 3) ,而 7* 居 s 表 示 元 素 7 和 s 相伴 , 即 存在 单位 ECV(R) 使 得 7= 
28s， (或 者 等 价 地 说 成 :理想 (7) 和 (s) 相 等 .) 由 于 理想 (29) ，…， 
(24) 是 两 两 互 素 的 ,从 而 由 中 国 剩余 定理 可 知 有 五 - 模 同 构 
羽 /(r) 兰 尼 /(D9) 田 … 四 尼 /(D3) 
将 (的 表达 式 中 每 个 BRB/7i) 都 再 作 如 此 形式 的 分 解 ， 我 们 就 得 到 
了 (II) 中 的 表达 式 ， 
现在 谈 人 CT 和 (ID 中 表达 式 的 唯一 性 问题 ， 我 们 从 (1D) 中 表达 
式 开 始 ， 不 难看 出 ?是 已 - 模 歼 的 自由 秩 .， 从 而 由 开 所 决定 ， 于 
是 ZL4D) 兰 /Lp 拉 四 … 四 Ri 由 于 2 …2 中 可 能 有 
彼此 相伴 的 素 元 ,我 们 把 (2 22) 重新 排列 成 
人 (9 人 9 9 


《gg ) }， (1) 
其 中 21， ”CQ 是 彼此 不 相伴 的 素 元 ,并且 
Tc 人 000 入 Ci 入 入 0 (有 


sa 他 4。 


《2) 
于 是 了 (好 )s 四 由 人， 其 中 了 ,= 国 B/(G8 )， 如 果 {taio ar 
中 有 s 个 为 siswowi=oo mi 一 时 (BR/(D) 

我 们 已 经 知道 ,对 于 鼠 的 任意 两 个 理想" 和 b ,BR/a@aRB/bs 
BR/(a+b)(82.5, 习 题 7)， 于 是 若 了 和 9 均 为 正中 素 元 ,a ,8>>1， 
则 

BR/(Z)GrR/(94) 宕 BC + (92)) 

人 当 (2) 天 (9) 时 ， 
R/(D "7)， 当 (2) 一 (9 时. 
从 而 对 于 1<a<N， 


R/(9D)G@a7(CU) =R/GD @i( 业 (RD) 
(82.5, 习 题 16) 
> 力 (有 /Cg9@sRAGD)a 


= 国 CRB/(gD) "四 CBA) ore 


(3) 
而 当 素 元 9 与 0， ,和 中 任何 一 个 均 不 相伴 时 ,对 每 个 “>1 均 
有 
B/(oOGa7T(m)=0. (0) 
注意 到 , 若 六 为 五 - 模 ， 则 对 于 尽 中 每 个 主 理想 (a),(a)N ={az| 
xzE 六 ) 也 是 环 - 模 ， 并 且 若 有 五 - 模 同 构 WiswNa， 则 (ac) 和 = 
(oa) N。， 又 (O) CN 四 Na)= (ea)N 四 (ea) Na， 于 是 由 (3) 式 给 出 
五 - 模 同 构 
(CBACDG@aT(M)) 宕 (9 DA099) 5 


王 ( 玉 /(g)) 5 8 
(1 和 as 和 Ni)。 (5》) 


ee 


由 (5) 式 可 知 等 式 右边 可 看 成 是 有 /Cg 上 的 自由 模 , 并 且 秩 为 su; 
…+sw。 由 于 (3),(4) 和 (5) 式 左边 完全 是 刀 - 模 下 的 特性 ,从 而 
由 (3) 和 (4) 式 可 知 (90) ，……(&i) 是 由 歼 记 决定 的 ， 对 于 每 个 守 ， 
4 和; 和 4) ,由 (5) 式 可 知 se+… +Ssw(lsa 和 入 D) 由 慌 所 决定 ,从 
而 so(1 委 c 和 入 ) 由 好 所 决定 ， 因 此 【ai ai aio)y 由 更 所 决 
定 . 这 就 表明 集合 (1 由 形 所 决定 ,也 就 是 (2 …… (2i) 由 到 所 
决定 . 
由 (ID 中 表达 式 的 唯一 性 不 难 推出 (IT) 中 表达 式 的 唯一 性 ， 

因为 集合 (1 是 将 7, 分解 成 < 素 元 需 ? 的 乘积 之 后 ， 甚 金 部 
“ 素 元 攻 " 所 组 成 的 集合 ， 由 条 件 rijrz| '… |” 不 难得 到 


=(g 5 0 52 ) 
和 人 

《7 一 1) 一 (II G 1 | 
1 
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31 一 十 上 


由 于 集合 (1H) 由 形 所 决定 ,从 而 由 上 面 诸 式 可 知 (ri ……,(7,) 也 由 
了 所 决定 ， 这 就 完全 证 明了 定理 13. 中 


定义 ”定理 13 中 的 理想 集合 {CriD，…，(r)y 叫 作 是 有 限 生 
成 R- 模 玖 的 不 变 因子 ， 而 1 和 (282) 时 作 是 开 的 初等 因 
子 . 

由 定理 13 立刻 推出 

系 ( 主 理想 整 环 上 有 限 生成 模 的 分 类 ) 设 五 是 主 理想 整 环 ， 
好 和 六 均 是 有 限 生 成 眉 - 模 。 则 下 面 三 条 件 披 此 等 价 ， 
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(1)》 玖 兰 六 ( 尼 - 模 同 构 ); 
(2) 政和 N 有 相同 的 自由 秩 和 不 变 因 子 ; 
(3) 允 和 Y 有 相 岗 的 自由 秩 和 初等 因子 . 1 


现在 我 们 给 出 定理 13 和 它 的 系 的 两 个 应 用 第 一 个 应 用 是 
取 羽 = 乙 , 立 刻 得 到 有 限 生 成 Abel 群 的 结构 和 分 类 结果 ， 

定理 14 〈 有 限 生成 Abel 群 基本 定理 ) 设 4 是 有 限 生 成 
Abel 群 , 则 

(TD 4 人 兰 Zr 中 Z/mZ 四 .四 Z12,Z， 
其 中 z 关 0t20，2 02， 并 且 212z| 12 此 外 ,， 和 
2 0 是 由 和 群 二 所 唯一 决定 的 . (2 是 4 中 Z- 线 性 无 关 元 素 
的 最 大 个 数 , 叫 作 是 4 的 自由 牧 ， 而 人 oa … ,2 叫 作 是 4 的 不 变 
因子 .) 

(TD 42" 约 Z1pD7Z 田 由 ZUZ， 
其 中 2 关 0,D1…… ,2 为 素数 (不 必 不 同 ) ,R0， xl， xm>1， 
此 外 克 和 {121 04 是 由 4 所 唯一 决定 的 ，《〈(tDI 
叫 作 是 4 的 初等 因子 .) 

系 设 4 和 了 是 两 个 有 限 生 成 Abel 群 ， 则 下 列 三 条 件 彼 此 
等 价 . 

(1) 4 兰 B(Abel 群 同 构 ) 

(2) 4 和 互 有 相同 的 自由 秩 和 不 变 因 子 ; 

(3) 4 和 互 有 相同 的 自由 秩 和 初等 因子 ,| 


第 二 个 应 用 是 域 尺 上 有 限 维 空间 了 中 线性 变换 ( 自 同 态 ) 的 标 
准 形 问题 (用 怎 阵 语言 , 则 是 域 玉 上? 阶 方 阵 的 相似 标准 形 问题 ) . 
我 们 不 想 讲 线性 代数 方面 过 多 的 细节 ， 而 主要 想 表 明 采 用 模 来 处 
理 这 一 问题 是 多 么 地 自然 和 方便 ， 

设 下 是 域 玉 上 的 ” 维 向 量 空间 。 固定 的 一 组 基 习 之 后 ， 


ee 67 。 


上 每 个 臧 -线性 变换 pEHomrCF ,F) 对 于 固定 基 丈 可 表示 成 王 上 
的 一 个 冯 阶 方 阵 4,p 和 4 是 一 一 对 应 的 . 并 且 若 p 和 乡 对 于 同 
一 组 基 开 分别 对 应 于 方 阵 4 和 五 , 则 p 土 %, ap(aE 瑟 ) 和 29 分别 
对 应 于 方 阵 4 土 B,a4 和 423， 从 而 我 们 有 

Homr(7 ,7) 兰 Mat,( 丸 ) (右边 表示 玉 上 2 阶 方 阵 全 体 ). 这 
既是 环 同 构 ,也 是 环 - 模 ( 即 刁 - 向 量 空间 ) 同 构 ， 并 且 它 们 均 是 % 
维 的 环 - 向 量 空间 . 


对 于 pEHomr(P,P) 和 多 项 式 f(z) 一 叶 wziEzrz], 则 
i=0 


fo)= > aioiEHomr( 了 ,FF)， (规定 29=1lr.) 于 是 我 们 有 酉 射 
i=0 


co :[y] 一 Homr( 天 了 了 )，7Cz)F>jCop)， 

这 是 环 的 同 术 ,也 是 下 - 横 同 态 。 由 于 dimz 玉 fx]=+co ,而 dimer 
Homue(7 ,了 ) 一 022< + co, 从 而 Kerc。s0。 由 于 思 [zy] 是 主 理想 整 
” 环 , 从 而 生 erc。 是 到 [z] 的 非 零 主 理想 .于 是 Kerco 一 (go(Z))， 
其 中 0s 关 ge(z)E 玉 [z], 并 且 如 果 取 Ye(z) 为 首 一 ( 即 最 高 次 项 系 
数 为 1 的) 多 项 式 , 则 go。(z) 是 由 Kere。 从 而 由 op 所 唯一 决定 的 . 
我 们 称 q。 〈z) 为 线性 变换 p 的 极 小 多 项 式 . 由 这 个 定义 可 知 
2 2) 由 以 下 两 个 性 质 所 完全 刻画 ， 

(1) go(z) 为 互 [z] 中 首 一 多 项 式 并 且 gw(oe)=0. 

(2) 若 f(z)EF[z],fo)=0, 则 9(z)|1 fs)。 

类 似 地 ,对 于 每 个 方 阵 4EMat'( 互 ) ,定义 

< 五 [z] 一 Mat (万 ) ,fx)r>(4)， 

则 有 唯一 的 首 一 多 项 式 g,(z)EFR[Lz], 使 得 Ker 5 一 (gz))， 我 
们 称 wki(z) 为 方 阵 A 的 极 小 多 项 式 ， 它 也 由 以 下 两 个 性 质 所 完全 
刻画 : 

(1 gz) 为 王 Lz] 中 首 一 多 项 式 并 且 9404) 一 0。 


e。 08 。 


(27) 若 f(Cz)EzTIz] 并 且 丰 4)=0, 则 qz)17Cz). 
进而 ,如 果 4 是 mo 对 于 下 的 某 一 组 基 之 下 的 表示 方 阵 , 则 vw(z) 一 
d4(7). 

对 于 国定 的 PE Homzr( 亚 ,F) ,我 们 定义 丈 [x] 在 玉 上 的 作用 
为 ， 

(7) .= 了 oo) (fx)E Ex]vEy). 

由 此 将 下 作成 为 五 Lz]- 模 . 我 们 称 下 的 这 个 模 结 构 为 2- 结构. 
于 是 ， 乙 为 了 的 下 [zy]- 子 模 恰 好 相当 于 说 忆 是 了 的 一 个 p- 不 变 
子 空 间 . 

例 对 于 每 个 向 量 ”>E 扩 ,Fo 一 瑟 [z] = 人 fxz) oz) 
筷 忆 [z) 是 一 个 2- 不 变 子 空间 ， 我 们 将 这 类 2- 不 变 子 空间 叫 作 
是 2- 循 环 子 空间 ， 因 为 它 是 了 中 由 ”所 生 成 的 下 [zj]- 循 环 子 
模 ， 


定理 15 设 pEHomr(F,F)， 则 

(D) 存在 正 次 数 首 一 多 项 式 gl(z)，……'g(z)EFELzj 和 的 
2- 循 环 子 空 间 广 ，……,F。 使 得 

和 一 玉昌 四 FF， 0119) 19(2)， 

并 且 wz) 是 线性 变换 p| :FF 一 P 的 极 小 多 项 式 ， 进而 ,gl(z)， 
… 472) 由 9 所 唯一 决定 (时 作 是 wp 的 不 变 因子 ) ,并 且 ge*(z) 二 
Q& 人 (zx )， 

(ID) 存在 不 可 约 首 一 多 项 式 pl(z)，…，2p.(Cz)ERLEz] (两 
两 不 同 ) ,F 中 的 w- 循 环 子 空间 了 1 7 


以 及 Mi 六 121CE<i 和 5)。 使 得 
区 下 
『 三 时 由 下 ,， 


并 县 Di(z)7 为 or Ti 的 极 小 多 项 式 ， 进 而， 集合 
{Pi2z) siss，1 入 j 委 8 由 9 所 唯一 决定 〈 叫 作 是 9e 的 初 
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ring acriraaseeaada 人 ae Tt 


等 因子 ) ,并 且 go(z) 一 Di(Zz)” DT 
证 明 (D 将 下 作成 具有 2- 结 构 的 屎 [xz]- 横 . 由 于 严 作 为 
媚 - 模 是 有 限 生 成 的 ， 从 而 作为 环 [z]- 模 也 是 有 限 生成 的 ， 并 且 
由 于 yo(p)=0， 可 知 qgo (2) 7 了 =Yo(2O)7 一 0 这 表明 六 是 捏 
已 [ 杂 - 横 ， 即 作为 互 [z]- 模 的 自由 秩 是 0。 于 是 在 定理 13 中 取 
尼 为 主 理想 整 环 叉 [z] ,可知 有 五 Lz]- 模 直 和 分 解 : 
了 三 瑚 四 四， 了 储存 [yq ))，1 扩 1 入 轧 
dzZY)1qaCz)| qz)。 
如 果 取 9(z) 均 为 首 一 多 项 式 , 则 它们 由 具有 p- 结 梅 的 王 Ex]- 模 
所 唯一 决定 ， 从 而 由 9 所 唯一 决定 ， 由 于 下 FEz]/ (CCz)) 是 由 
朱 生成 的 循环 [xz]- 模 , 从 而 了,(1<isg 也 是 循环 媚 [z]- 模 ， 
即 均 为 p- 循 环 子 空间 。 并 且 Ann(7iD) =Ann( 五 [zj/ (cz)) 一 
(gz))， 所 以 9(z) 是 ov 的 极 小 多 项 式 ， 最 后 


(ws(z))=Ann()= 门 AnnCD= 门 (Ce))=(o(z)). 
4 一 4 一 


也 于 gw(z) 和 9(z) 均 是 首 一 多 项 式 , 所 以 go(z) 一 92)。 
(GD 由 定理 13 中 的 (ID 完全 类 似 地 得 出 . 下 


我 们 知道 ,对 于 线性 变换 pw， 如果 向 量 空间 了 按 定理 13 所 述 
两 种 方式 分 解 成 一 些 2- 不 变 子 空间 的 直 和 ，, 那 末 适 当 给 出 的 一 
组 基 使 得 p 对 于 这 组 基 的 表示 方 阵 有 分 块 方 阵 的 形式 . 现在 我 
们 再 进一步 给 出 每 个 方块 的 相似 标准 形 ， 

引 理 13 〈 有 理 标准 形 ) 设 mE Homr(F,F)， 则 下 面 两 条 件 
是 等 价 的 ， 

(1) F 为 p- 循 环 子 空间 ， 并且 g。 (z) 一 Z7 +TGIZ 十 十 
ayE 下 [zx]， 

(2) dimrF =7 ,并且 9 对 于 了 的 某 组 基 的 表示 方 阵 为 


ee TO 。， 


0 工 

一 0r 一 0r-1 一 01 
证 明 〈1) 仿 (2): 令 了 = 不 [z]o。 由 于 go(z) 为 mo 的 极 小 多 
项 式 ， 于 是 〈q。(z))=Ann(F ) 王 Ann(2)。 从 而 对 于 每 个 0 羡 
f(z)E[z], 如 果 degf(z)<r 一 degqo(z) ,必然 了 xz) oss0. 这 
就 表明 wp(o)……，927 1(2) 是 互 -线性 无 关 的 ， 另 一 方面 , 对 于 
每 个 f(z)EzEz], 我 们 熟知 有 9(Cz) :7(z)ELZ]，deg 7(Z)<< 
7， 使 得 f(z)=g(z)go(z)+rz)， 从 而 jz) 2 一 p) 2 一 
(qu(o)g(p) +r(o)) .=7(2).5. 因 此 7 一下 Fz]o 中 每 个 元 素 均 
是 2(0)，……927I(o) 的 下- 线性 组 合 ， 这 就 表明 "2(2) 

927!o) 是 了 的 一 组 叉 - 基 ， 于 是 dimr7 一 7， 容 易 验 证 


2P(7) 
22(7) 
(2) 
opP | . 一 | : 
2 (yo) 
9 (2) 《一 ai; 一 ao 一 一 ap71)(9) 
2pP(2) 
p7 (5)  。 


即 4 为 op 对 于 基 {o,o()，……27! 2) 的 表示 方 阵 。 
(2) 六 (1) ,假设 4 为 对 于 万 的 某 组 基 {o="iyza，……:2r) 的 
表示 方 阵 ， 由 4 的 形式 可 知 
02 一 g(20) 一 DCD) ,27 一 OIL) 


和 一 一 Y 一 1 本 ) 
9 () 一 Do) 三 一 4 一 ar-1pD(0) 一 "一 140 (7) . 
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于 是 了 是 由 ”生成 的 -循环 子 空 间 ， 即 下 [rz] 一 『， 由 (* ) 中 
最 后 一 式 可 知 对 于 9(z) 一 2+az7 Tar-134+ar 有 0CD) 
(oO) 王 0 从 而 (2)7 了 王 0.， 但 是 {29(2) 27 1(0) 一 《oil，02， 
“… 07) 是 下 -线性 无 关 的 。 因此 当 0SJ 帮 zz)EELzjdeg 丰 xz)<< 
7 时, 必然 fCz) os0。 这 就 表明 g(z) 为 op 的 极 小 多 项 式 ，| 


引 理 14(Jordan 标准 形 ) 设 %EHom(7 ,7)， 则 下 列 两 条 
件 是 等 价 的 ， 

《1) 『 为 -循环 子 空间 : 且 gw(z) 三 (Y 一 2D) ,2E 太 ,7>>1 

〈《2) dimz(F )=7 ,并且 y 对 于 了 的 某 组 基 的 表示 方 阵 为 

汉沽 
4 = ， 
1 

证 明 令 2p=y 一 bl1rEHomr(,F)。 我 们 有 两 种 方式 将 了 
作成 下 [z]- 模 . 一 种 是 p- 结 构 :fJ(z)Go2 一 2)2， 另 一 种 是 乡 - 
结构 :J(z)Go 王 了 (0)2 (ET )。 于 是 ， 

fr)GOo= 帮 Up) 一 1 一 Dir)2 一 了 (z 一 0)CO (ET7). 

由 于 映射 


下 [zj > 有 [xz]，Cz)r>jCX 一 D) 
是 一 一 对 应 ， 不 难看 出 ， 
(GD 〈z* 一 2 为 几 的 极 小 多 项 式 擂 > z 为 op 的 极 小 多 项 式 ， 
(ii) 7 为 畴 循环 子 空间 所 >y 为 -循环 子 空间 ， 
于 是 引 理 中 条 件 (1) 等 价 于 “『 是 2- 循 环 子 空间 并 且 2 的 极 
小 多 项 式 为 >” .根据 引 理 13 ,这 又 等 从 于 “dimsF 一 7 并且 o 对 于 
0 1 > 


0 1 
已 的 某 组 基 开 的 表示 方 阵 为 5 。 由 于 4=9+5.1r， 


es。 7F2 。 


从 而 这 后 一 条 件 等 价 于 引 理 中 的 条 件 2)， 因 为 多 = 史 -1 对 
于 基 飞 的 表示 方 阵 为 


这 样 一 来 ， 我 们 就 得 到 域 及 上 上 阶 方 阵 的 相似 标准 形 的 一 般 
丧 式 〈 先 分 块 ， 然 后 每 个 块 阵 再 化 成 有 理 标准 形 或 Jordan 标准 
形 )， 还 应 当 指 出 的 是 :我 们 是 在 任意 域 玉 上 进行 的 ， 对 于 每 个 特 
定 的 (或 特定 类 型 的 ) 域 ,比如 有 理 数 域 Q， 代 数 封闭 域 ( 例 如 复数 
域 ) 或 者 有 限 域 , 根 据 在 这 些 域 上 多 项 式 因 子 分 解 的 不 同 特点 ， 还 
可 给 出 更 具体 的 结果 . 


习 题 

1. 设 鼠 为 主 理想 整 环 ， 于 为 有 限 生成 环 - 模 。 求证 好 的 自由 秩 等 于 开 
中 刁 - 线 性 无 关 元 素 的 最 大 个 数 . 

2. 设 五 为 主 理想 整 环 ， 五 为 忆 的 商 域 。 好 为 自由 秩 是 7 的 有 限 生成 
玉 - 模 。 求 证 有 天 - 向 量 空间 同 构 玉 @n 对 兰 开 " 

3. 试问 共有 多 少 彼此 不 同 构 的 360 阶 Abel 群 ? 

4, 设 羽 为 主 理想 整 环 ,r,sE 吾 ， 且 和 均 不 为 0 和 单位 ,而 且 r 和 s 
也 不 互 素 。 求 证 羽 - 模 瑟 /(7) 四 妨 ](s) 的 不 变 因子 为 (7,s) 玉 和 [r，sj 民 ,其 
中 (人 ,8) 和 [rs 分 别 表示 > 和 8 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 元 . 

5. 设 鼠 为 (具有 么 元 素 的 交换 ) 环 。 则 五 为 主 理想 整 环 人 -> 对 于 每 个 秩 
有 限 的 自由 玉 - 模 M ,3 的 子 模 均 是 自由 人 异 。 [提示 , 生 , 证 明王 的 每 个 非 霍 
理想 a 均 为 自由 中- 模 , 然 后 证 刃 - 模 a 的 基 只 能 是 一 个 元 素 ， 最 后 证 环 尺 没 
有 不 为 0 的 零 因 子 .] 

6. (定理 12 的 夭 阵 形式 ) 设 五 为 主 理想 整 环 。 4 是 玉 上 的 于 阶 方 阵 
( 即 4EMat( 尺 )) ,求证 存在 刀 ,CEMat,( 瓦 ) ,det3,detCEZ (BR) ,使 得 
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Ce 


了 40C 王 Qi 


其 中 0 芭 ai FE(I<i 生 9) ,ala:|…1ar。 并 且 满足 这 些 条 件 的 ac， …，ay 
由 4 所 唯一 决定 ， 

7. 证 明 Q@Q 是 无 扭 Z- 模 (无 扭 Abel 群 )， 但 不 是 自由 QZ- 横 ( 自 由 Abel 
群 )， 

83. 设 4 为 有 限 Abel 群 ,C"” 为 非 零 复数 乘法 (Abel) 群 。 求 证 ， 

(1 4sHom(4,C*) (Abel 群 同 构 )。 

《2) 对 于 4 的 每 个 商 群 妞 ， 均 存在 4 的 某 个 子 群 同 构 于 互 ，[ 提 示 : 设 
下 =4/C ,将 Hom( ，C*) 作 用 于 Abel 群 短 正 合 序列 0 一 C 一 4 一 47/C 一 0， 
然后 利用 (1)。]] 

(3) 对 于 4 的 每 个 子 群 妞 , 均 存 在 4 的 某 个 商 尾 同 构 于 卫 。 

9， 设 鸡 为 主 理想 整 环 尺 上 的 有 限 生成 模 ， 则 必 的 每 个 子 尽 - 模 仍 是 有 
限 生 成 下 - 模 ， 

10. 设 五 为 主 理想 整 环 ,Ni N,N: 是 有 限 生 成 下 - 模 。0 一 人 一 N 一 人 
一 0 为 玉 - 模 正 合 序列 。 求 证 女 的 自由 秩 等 于 六 , 和 和 :的 自由 秩 之 和 。 

11. 设 4 是 由 ,pc,d 生 成 的 Abel 群 , 定 义 关 系 为 ,3 5 十 2 ce 十 8 d= 0， 
5 a-8 一 4c-H8d=0, 一 2 a 二 BT4c 一 8G=0, 一 4 十 35 十 2 c 十 8&=0。 试 将 
4 表 成 循环 群 的 直 和 。 并 求 4 的 自由 秩 ,初等 因子 和 不 变 因子 。 

12. 设 4 是 由 ap,e 生 成 的 自由 Abel 群 ， 巨 是 由 3a-+95+9c 和 9 
一 3b 十 9e 生 成 的 4 的 子 群 。 求 4/ 瑟 的 自由 秩 ,初等 因子 和 不 变 因 子 。 
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第 三 章 ”分 式 环 和 分 式 模 ， 局 部 化 方法 


分 式 环 和 分 式 模 以 及 与 之 相关 联 的 局 部 化 方法 是 交换 代数 中 
一 个 重要 工具 , 它 来 源 于 直观 的 几何 背景 。 例 如 在 代数 几何 中 ,我 
们 需要 卫 究 一 个 代数 驻 在 某 点 或 某 点 附近 的 局 部 性 质 , 并 且 和 希 户 
从 各 点 的 局 部 特性 来 把 握 代 数 焦 的 整体 特性 ,这 种 方法 在 代数 数 
论 中 也 得 到 很 成 功 的 应 用 ， 通 过 德国 数学 家 Hasse 等 人 的 工 作 ， 
在 数论 研究 中 明确 地 给 出 由 局 部 把 握 整 体 的 一 般 思想 原 则 , 在 二 
次 型 等 许多 方面 解决 了 不 少数 论 问题 . 现在 ,局 部 化 方法 已 成 为 
整个 代数 学 (以 及 分 析 和 几何 学 ) 中 一 个 有 效 的 一 般 方 法. 因 此 ， 
本 章 篇 幅 虽 然 不 长 ,但 是 我 们 在 本 章 中 介绍 的 关于 分 式 环 和 分 式 
模 赔 念 以 及 局 部 化 方法 ,将 在 以 后 几 章 中 不 断 地 使 用 . 


8$35.1 分 式 环 


我 们 在 近世 代数 课 中 学 过 由 整 环 刁 构 作 它 的 商 域 民办 法 
是 : 令 忌 "= 忆 一 (0)》 ,在 集合 忌 x 瑟 "中 定义 如 下 的 二 元 关系 : 设 (%， 
0,(ca)E 玉 x 忆 "0 人 (cd) 拓 >a0d 一 25， 这 是 一 个 等 价 
关系 . 由 此 把 鼠 x 怪 "分 成 一 些 等 价 类 ， 我 们 把 (a,0) 所 在 的 等 
价 类 表示 成 </5。 以 下 表示 全 部 等 价 类 组 成 的 集合 。 在 忆 上 自然 


地 定义 加 法 和 乘法 ， 
aa 0 ad+De ,06 _ 4C 
5 bd ， 0 2 bd 


则 天 由 此 成 为 域 ， 并 且 通 过 环 的 单 同 态 妨 -> 下 ，ary 工 可 将 尺 看 


成 是 天 的 子 环 .。 称 互 为 六 的 商 域 ， 五 是 包含 忌 的 最 小 域 ， 

由 驴 扩 充 成 下 的 最 大 好 处 自然 是 , 惟 的 每 个 非 零 元 素 在 丘 中 
均 可 作为 分 母 , 即 可 除 刀 中 每 个 元 素 . 由 于 域 比 环 处 理 方便 ,所 以 
环 五 中 的 数学 问题 放 到 域 有 上 去 考虑 ， 可 使 我 们 增 大 视野 和 工作 
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Sat 


的 自由 程度 . 

现在 我 们 将 这 种 思想 加 以 推广 首先 我 们 不 限定 丸 为 整 环 ， 
而 只 假定 羽 为 任意 带 有 勾 元 素 的 交换 环 ， 其 次 我 们 不 再 要 求 忆 中 
每 个 非 零 元 素 均 可 作为 分 母 ,而 是 希望 五 中 某 个 子 集 合 S 中 的 元 
素 能 够 作 分 母 ， 而 $3 的 选取 方式 可 以 很 多 ， 因 为 我 们 只 要 求 8 请 
足下 面 定义 中 给 出 的 不 算 苛 肇 的 条 件 . 

定义 ” 设 五 为 环 。 五 的 子 集 合 83 叫 作 是 下 的 一 个 本 法 和 集 ， 是 
指 它 满 足 如 下 两 个 条 件 ， 

(1) 1EANS; 

(2) 若 c,pES, 则 opES. 


设 3 为 忆 的 乘法 集 ， 我 们 在 集合 瓦 x 仿 上 定义 如 下 的 二 元 
关系 :对 于 (ae,s),(p,t)E 尼 x 仿 ， 

(as) 一 (0 有 所 -> 在 在 ES ,使 得 wat 一 563)=0， 
这 是 一 个 等 价 关 系 . 因为 自 反 性 和 对 称 性 是 容易 验证 的 ， 而 传递 
性 是 由 于 ,(a,s) 一 ( 划 (0 划 ~ 人 (cu 人 有 5 0ES ,使 得 2C4t 一 
ps) 一 2(8u 一 ec 四 一 0 字 1z0(av 一 cs) 一 0( 往 意 由 420wES 可 知 
tuwE AN) 之 (as) 一 (cu)。 

以 a/s 表 示 (a,s)E 瓦 x@3 所 在 的 等 价 类 . 以 SIR 表 示 
忌 x 的 全 部 等 价 类 组 成 的 集合 ， 我 们 在 S :五 上 如 下 定义 加 法 
和 乘法 ， 

+ 六 48 二 DS 


局 44TD3 4, 了 42 
区 3SE ， 3S 下 


(注意 由 siE3 可知 siES)， 
当然 要 证 肖 如 此 定义 的 运算 与 等 价 类 as/s 和 8/ 中 代表 元 的 
选取 无 关 .。 以 加 主 为 例 , 就 是 要 证 明 : 车 sa/s= as 28/ 三 /ti 


Qt 二 TDS QI 轴 二 bi8Si 
St St 


则 ， 这 是 因为 ， 


es。 TO 。 


a/s=-al/si 忆 有 2%ES 使 得 ee 

Di= Di 有 DES 使 得 084 一 六 人 三 0 

->2O[T(Cat 二 as)siD 一 (ai 有 十 加 sis 一 (as 一 
ais)2tt0 二 (pt 一 Dit)0v ssI 一 0 


本 at 二 ps aiti 十 DIS 
SS 


对 于 乘法 也 可 类 似 证 明 . 

不 难 验证 ,4S- 琅 对 于 如 此 定义 的 加 法 和 乘法 是 具有 勾 元 素 
1/1 的 交换 环 . 零 元 素 为 0/1( 注 意 1ES)， 我 们 称 S- 玉 是 环 民 
对 于 乘法 集 $ 的 分 式 环 . 

映射 六 瑟 一 7-!R,ar>a/l (acEG 五 ) 
是 环 的 同 态 .。 但 通常 这 不 是 单 同 态 , 即 Ker 不 一 定 为 0. 从 而 一 
般 我 们 不 能 把 刃 看 成 是 必 五 的 子 环 ， 事 实 上 ,我 们 可 以 对 Ker 了 
作 如 下 的 刻画 : 

引 理 1 Kerf ={aER| 存 在 sES 使 得 sa 一 0}. 


证 明 如 果 aEKerf, 则 侍 = 个. 从 而 有 sES 使 得 s(a: 


1 一 0'1)=0, 即 sa 一 0， 反 之 , 若 aER ,并且 有 SEC 使 得 54=0， 
则 在 S-:! 吕 中 (注意 这 时 s 可 作 分 母 )， 


于 是 ecEKerjf .| 

由 引 理 1 直接 得 出 

系 太 R 一 -Rar>a/l 是 环 的 单 同 态 (从 而 已 可 看 成 是 
-1! 瑟 的 子 环 ;和 > 中 没有 元 素 是 玉 的 零 因 子 . | 

环 $ 她 有 如 下 形式 的 活性 质 ， 

引 理 2 设 g: 玉 -> 了 是 环 的 同 态 ，4 为 刁 的 乘法 集 ， 并 且 
g(LS3)EZ(D)(B 的 单位 群 )。 则 有 唯一 的 环 同 态 &:Q 尼 -> 史 ,使 
得 ( 环 和 环 间 态 ) 图 表 
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司 -' 朋 
是 交换 的 (这 里 三 尼 -> 人 7: 瑟 为 ar>a/1)。 
证 明 《〈1) 存 在 性 : 定义 有 :3 下 一 瑟 ,P(a/s) 一 有 (Ca)&g(s) 
(注意 sE43&(s)EZ(B))， 这 里 需要 验证 大 的 可 定义 性 ， 即 


;也 一 和 E SIR, 则 区 (o)&(s)-1=E(a')g(s)-!， 这 是 因为 ， 


@G/ 
3 人 


之 有 vvEA4 使 得 x(as' 一 a's) =0 


字 gE(CLJ(ECa)g(CO 一 8(a)g(s)) 一 0 
他 S8(o)8(0s0)=S(CQ 0803S) (因为 gg(Cx)EZ(CBE)) 
字 g(4)g(S) 一 g(Ca)g(s 0) 
(因为 g(s),g(s ED(EB))。 
易 知 克 为 环 的 同 态 ,并 且 对 每 个 aE 五 ， 
jjf(a) 一 Ka/1)=SE(a)SCD)- = 一 8(o)。 
从 而 了 一 有 ， 
《2) 唯一 性 : 设 :S 一 五 为 环 的 同 态 ,并且 &= 了 ， 则 对 
于 每 个 eE 忆 均 有 HGa/1) 王 po)=g(a)。 从 而 对 每 个 sSES 
均 有 (1/s) 一 有 CCs/1) = 一 As 一 E(s) 1 于 是 对 每 个 


a/sE SI, 均 有 ja/a) 一 厅 人 二 )= 克 全 ) 瑟 (三 ) = g (ae) 


&(s)” 。 这 就 证 明了 大 的 唯一 性 . 

现在 我 们 举 一 些 分 式 环 的 例子 . 

例 1 如 果 43 为 区 刀 的 乘 疲 集 , 并 且 0E3， 不 难看 出 3: 已 
=0( 习 题 1). 通常 我 们 对 此 种 情形 不 感 兴趣 . 

例 2 如 果 五 为 整 环 , 则 3= 尼 一 一 (0} 是 改 的 乘法 集 ， 并 
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且 S-! 五 就 是 瑟 的 商 域 ， 而 且 对 于 任意 乘法 集 8 Si 下 都 可 看 
成 是 五 之 商 域 的 子 处 ， 

例 3 若 尺 为 环 ,0 关 ffE. 则 人 3={ 人 六 | >>0) 显 然 是 五 的 
乘法 集 ， 这 时 ,S-! 顾 包含 玉 为 子 环 的 充 要 条 件 是 了 不 为 刀 的 零 
因子 .比如 对 于 尽 = 忆 ,2 为 一 个 任意 的 正 整数 ， 则 对 于 人 ={27| 
7>0] ,3 届 一 电 2 2, 即 为 以 的 方 寡 为 分 母 的 有 理 数 所 组 成 
的 环 ， 

例 4 最 重要 的 情形 是 3:= 忆 一 pb, 其 中 中 是 环 娃 的 素 理想 ， 
4 为 乘法 集 ( 由 jp 尖 已 可 知 1 全 p, 从 而 1EG: 由 apES 可 知 a 冬 
hp, 人 科 ph 从 而 ab 和 jh, 即 abEN)。 对 于 8 一 忆 一 p 这 种 情形 ， 我 们 
把 分 式 环 8-!R 通常 写成 员 p, 叫 作 是 环 灵 在 h 处 的 局 部 化 ， 比 
如 对 于 瑟 =Z,p=(2)(D 为 素数 ) , 则 不 难看 出 

Zoo= 人 |apez,(p,0)=]. 


换 句 话说 ,在 Zeo? 中 ,每 个 与 2 互 素 的 整数 均 可 作为 分 母 ， 这 已 经 
相当 接近 于 工 的 商 域 一 一 有 理 数 域 Q 了. 我 们 可 以 期 望 环 Zr， 
或 者 更 一 般 地 ,局 部 化 到 p 有 比较 简单 的 结构 ， 


引 理 3 ”对 于 pESpec 尼 ,Rs 是 局 部 环 ,并 且 n= 仁 | 六 


5 
paE 五 一 天 是 Be 的 唯一 极 大 理想 . 

证 明 ”我 们 先 来 证 明 引 理 中 等 式 的 右边 即 是 Rp 一 避 ( Bp)， 
(注意 ;者 和 一 上 ERp， 易 知 aEp 拓 >5Ep， 从 而 “aE 了 这 个 性 
质 与 ao/s 的 代表 元 waE 到 和 sES 的 选取 无 关 . ) 如 果 a/sE 
U(RbjlaE 及 ,sE 3= 刁 -天 , 则 有 BAE 羽 使 得 2 一 开 ， 于 是 有 


&E 尼 一 ?使 得 web 一 s 贡 =0), 即 web) 一 st 由 于 st2 均 不 
属于 p, 从 而 situ 也 如 此 , 即 ap 各 ph。 于 是 c 冬 pb。 即 aE 忆 一 Ph， 
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is 人 Eva 侣 in 


反之 若 ea/sE Bp 并 且 asE 已 一, 则 sy/acE Rp, 于 是 由 二 .二 = 


于 可 知 a/sEU(Bn)， 这 就 证 明了 U(BnD= 人 ee Rn| sa < 


有 -是 . 从 而 RCRp) = 人 Et:c2-pac 时 


1 
根据 第 一 章 的 定理 3, 为 了 证 明 妊 p 是 局 部 环 ,我们 只 需 证 明 
好 p 一 5 (p) 是 巡 p 的 真理 想 即 可 ， 而 这 件 事 是 显然 的 ， 从 而 好 p 
为 局 部 环 ,并 且 下 = 好 p 一 CRp) 是 它 的 唯一 极 大 理想 . 和 


下 一 个 目标 是 考虑 在 环 同 态 1: BR->8-1B，,ary 工 之 下 , 正和 


S-I 有 R 之 间 理 想 的 限制 和 扩张 的 一 些 特殊 性 质 ， 根 据 定义 ,车 0 为 
改 的 理想 , 则 a* 一 了 (a) .8S-! 有 。 而 对 于 3-! 好 中 的 理想 b,0=- 
广 !(6)， 今 后 我 们 讨论 好 和 S-! 玉 之 各 的 理想 的 限制 和 扩张 均 
是 指 对 于 环 同 态 而 言 ， 

定理 1 设 S 是 环 眉 的 乘法 集 ， 则 


(1 对 于 忆 的 每 个 理想 ua'= | 全 |aE asES] (右边 可 写成 


入 ~Ia)。 

(2)S-!B 中 每 个 理想 0 均 是 忌 中 某 个 理想 的 扩张 ， 事 实 上 ， 
令 a=b, 则 b 王 0. 

(3) o… 一 总 Ca:s)， 

(4)a*=S-iRE->amnS 天 多 ， 

(5)a 为 38-! 忆 中 某 理想 的 限制 人 ->& 中 每 个 元 素 在 她 ja 中 
的 象 均 不 是 及/a 中 的 零 因子 ， 

(6)S-!B 中 素 理 想 一 一 保 序 对 应 于 正中 与 8 不 相交 的 素 理 
想 . 


证 明 (1) 若 oa/sESrio， 即 acEo， sE 3， 则 全 = 开 ' 工 6E 


es。 BO。 


1 (0).S-!R=0。， 从 而 SaS0， 反 之 ,0 中 每 个 元 素 均 可 表 成 
有 限 和 


y ai QiD， (a,Eoa,DiER,siEGS). 


将 右边 “ 通 分 ?( 即 化 成 公分 母 s= sis?'……'s) 然 后 相 加 , 即 知 它 属 
于 Sr-la0， 于 是 aeSS-Ia， 从 而 0 一 Sa， 
(2) 令 ma=b = 三 5(b)， 由 第 一 章 习 题 3 可 知 0 一 Sa 一 
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beE6 总 是 成 立 的 。 另 一 方面 ,如 果 */sEb, 则 工 = 二 " 工 E0. 从 


而 = 六 (二 )Ebe=a 于 是 z/sE So。 从 而 bS Sa 一 0 
如 b 一 0 。 

(3) 如 果 zEa = (SIa)， 则 工 = 人 ,其 中 Eu,sE3. 于 是 
有 1ES 使 得 4zs 一 a)=0, 从 而 z(s)= 一 atEa， 但 是 SCE 3， 从 


而 zxE(a:sb) ELj(a:s). 反之 , 若 zeE HU(a:s), 则 有 sES 使 


ES 3C8 


得 zs=aEa， 于 是 1 (zs 一 a)=0， 由 于 16 3, 从 而 工 一 a/s 所 


S-ia， 于 是 YE(8-ia)* 一 0 这 就 证 明 了 a…= 是 (a:s)， 


SC 8 
(4) 显 然 妨 * 一 S-: 有， (SR) 一 太 ! (3 BR) 一 下 .于 是 由 
(3) 即 知 : 
0 一 S-1RE->0 一 尼 G>1cL(a:s) 和 > 他 在 sSES 使 得 


saG8 


s Ena 拓 人 a 帮 S 天 他， 
(5 由 于 0 三 a 总 是 对 的 ， 因 此 


Ca 


a 为 SI 中 某 理 想 的 限制 全 >0 汪 一 aa Sa 
<e|j ao:s)sa 
3 和 3 
< 和-> 若 ERsGEC,osca 则 ycEan， 
4 人 人 苛 sES,rEGER,F5=DER/a 则 二 =TDER]a. 
< 拓 驴 中 每 个 元 素 在 8R/a 中 的 象 均 不 是 瑟 /a 中 的 零 因子 . 
《6) 定 义 两 个 集合 
C={pESpec 忆 jhPmS= 休 }， =SpecS-l 忆 . 
如 果 q9E 环 .我 们 由 8 1.2 习 题 9 已 知 9 =pESpec 五 ,并 且 
p 人 人 = 条 (因为 著 p 人 3 关 好, 则 由 (4) 知 9 宇 9 一 呈 一 仿 - 忆 ,与 9 
为 素 理 想 矛 慎 )， 于 是 我 们 有 映射 
于 :五 一 CC， gr->95， 
反之 ,如 果 pESpec 鼠 并且 PS= 攻 我 们 来 证 六 = 全 -中 ESpec 


8-! 尼 ,首先 由 p 站 = 儿 可 知 人 中 失 S-! 屯 ， 此 外 ,假设 -2 一 
和 .ES- 四 , 则 obEp， 从 而 = 或 5Ep。 于 是 a/s 或 btE 3- 中 ， 


这 就 证 明了 4 -ppESpecS-! 忆 .于 是 我 们 又 有 贞 射 
BIO 一 玉 ， hr> 人 -一 
由 (2) 知 到 中 素 理想 p 均 是 扩张 理想 ， 即 存在 总 中 理想 a 使 
得 9 一 0 ， 于 是 gjJ(9)=9 和 一 0 一 0 一 q9。 这 表明 gf=1r， 另 
一 方面 ,如 果 PpEC, 即 PESpec 下 并且 pnS= 多 , 则 由 (3) 我 们 有 


fg(p)= PP= 册 (p:s)=p (最 后 等 式 用 到 pmnS= 纪 )， 
8 所 呈 


从 而 1g8=1lc。 这 就 表明 了 和 8 为 互 逆 映射 ， 从 而 集合 C 和 甩 是 
一 一 对 应 的 . 而 了 和 8 的 保 序 性 是 显然 的 . ‖ 


”在 定理 1 的 (6) 中 取 妨 = 至 一 ppESpec 玉 ， 则 对 于 忆 中 每 个 


， 8B2 。 


集合 全 站 人 = 允 拓 >7S 三 bp。 从 而 直接 得 到 

系 1 设 pESpec, 则 五 p 中 素 理想 和 好 中 包含 于 p 之 内 的 
素 理想 是 一 一 保 订 对 应 的 . 

注 记 (1) 在 系 1L 的 保 序 对 应 之 下 ,五 中 素 理 想 p 显然 对 应 于 
吾 p 的 唯一 极 大 理想 由 一心 -1p(S 一 尽 一 p)。 

〈《2) 系 工 给 出 一 个 重要 的 原则 ， 如 果 我 们 在 某 个 问题 中 只 需 
游 虐 环 玉 中 包含 在 ? 之 内 的 素 理想 ， 那 末 通 过 局 部 化 可 以 去 考虑 
更 为 简单 的 环 届 p 的 素 谱 Spec 怀 p .因为 这 两 者 之 间 是 保 序 一 一 对 
应 的 。 另 一 方面 ,如 果 我 们 只 想 考 虑 环 五 中 包含 P 的 那些 素 理 想 ， 
请 转向 商 环 丸 /p。 因为 根据 环 的 同 态 基本 定理 ， 丸 中 包含 # 的 素 
理想 与 尽 /# 中 的 素 理想 是 保 序 一 一 对 应 的 。 


现在 给 出 利用 局 部 化 方法 研究 环 论 问 题 的 第 一 个 例子 。 设 
f:4~ 巨 为 环 同 态 , 则 对 每 个 94ESpec B,9"= 廊 !(9) 必 是 4 中 的 
素 理 想 。 但 是 反 过 来 ， 4 中 素 理 想 不 一 定 是 五 中 基 个 素 理 想 的 限 
制 。 

系 2 设 f4~> 厂 为 环 的 同 态 ,PESpec4。 则 ?是 互 中 某 个 
素 理 想 的 限制 后 >P 一 p。 

证 明 人 玉 : 设 qESpec B,p=qe, 则 交 一 9 一 9 一 

对: 记 &S=J 帮 (4 一 hb， 容易 验证 这 是 互 的 乘法 集 ( 溢 法 集 的 环 
同 态 象 必 为 乘法 集 )。 由 虹 一 可 知 DmS= 何 . (因为 如 果 有 zx 
EnpnS， 则 有 yYyE4-p 使 得 xz=(y)。 从 而 yE 太 !(z) 三 
了 1(P?) 一 六 一 ?而 这 与 yYE 4 一? 矛盾.) 所 以 根据 定理 1 的 (4),p。 
在 SB 中 的 扩张 n 是 SB 的 真理 想 ， 于 是 n 包含 在 S-!B 的 
某 个 极 大 理想 m 之 中 ,以 9 表示 吓 在 下 中 的 限制 , 9 表示 9 在 4 
中 的 限制 . 则 m 宇 n 字 4= 站 在 孔 中 的 限制 n 人 
(参考 图 示 ) 字 4 全 P 全 p。 


本 


4 一 一 > 人 -1 
PH Hi | 
用 < 限制 
92<0 < 人 
另 一 方面 ,由 于 9 是 极 大 理想 吓 的 限制 ,从 而 由 定理 工 的 (6) 可 知 
9 为 互 的 素 理想 并 且 qg 几 SS= 和 他. 由 于 4S= 丰 4-p)》 从 而 了 4) 
9q4Sj 于 是 9 和 = 三 !(9) 三 广 !(FCp))E 天 "=p。 从 而 和 =p 而 
qESpec 万， 
习 题 

1. 设 S 为 蒜 忆 的 乘法 集 。 则 (1)S- 忆 王 0 人 >0ES。 (2)S- 忆 一 忆 人 -> 
SEC BR)。 

2. 设 必 为 处 忆 的 匀 法 集 ,9 为 的 理想 , 则 

(1 AS-ia=S-Ia。 

(2) SN(CR)=N(CS- 瑟 )( 其 中 (BR) 表 示 环 尽 的 小 根 ) 。 

3. 设 a 为 环 忆 的 理想 ， 求 证 8=1-Ha={11+alaea} 是 五 的 乘法 集 ， 并 
且 8asEr(S :RD)CS- 玉 的 大 根 )。 

4. 设 S 和 了 是 环 五 的 两 个 乘法 集 。 已 为 了 在 3 中 的 象 (对 于 六 瑟 一 
S-!: 忆 ，aha/1) 。 求 证 有 环 同 构 (SP)-: RD-1LS-IB)( 其 中 TD={fstlsES， 
tfE7})。 

5. 设 丸 为 非 堆 环 ， 互 ={ 忆 的 乘法 集 810 和 SI。 求证 集合 王 ( 对 于 包含 
关系 ) 有 极 大 元 。 并 且 ,S 为 三 的 极 大 元 6-> 玉 一 人 为 如 的 极 小 素 理想 ， 

6. 环 忌 的 乘法 集 3 叫 作 是 饱和 的 ,是 指 , 若 zyES, 则 zxES 并 且 yE AS。 
求证 

(1) 4 为 饱和 乘法 集合 > 下 一 9 是 一 些 素 理 想 之 并 ， 

(2) 对 于 每 个 乘法 集 3$， 求 证 有 唯一 的 包含 8 的 最 小 饱和 乘法 集 3 ,并 
且 人 =R 一 Up。 

pP ESpec 咏 

hp AS 一 妇 
(3) 设 6 为 环 的 理想 ,3S=1 上 +o, 试问 S 为 何 ? 
7. 设 S 和 了 均 为 环 怪 的 乘法 集 , 并 且 SSET。 令 


e @T 。， 


DIS 人 pDCa/AS 一 Gs(aE 太 ,sES) 


《这 是 环 同 态 )， 求证 下 面 五 个 命题 彼此 等 价 ， 


(1) 
〈2) 
(3) 
〈 人 4 
(5) 


9 为 环 同 构 。 

对 每 个 4E;11EDCS- 忆 ) 

对 每 个 1 了 均 有 > 和 E 玉 使 得 xtEQ， 
PES(5 见习 三 6)。 

若 pESpec 丸 小 站 了 夭 人 好 , 则 pnS 寺 僻 ， 


8. 以 3 表示 忌 中 不 是 零 因子 的 元 素 全 体 。 求 证: 


(1) 
之 并 ， 
(2) 


8 为 吾 的 饱和 乘法 集 。 从 而 玉 的 零 因 子 集合 万 是 六 的 一 些 素 理想 


瑟 的 每 个 极 小 素 理 想 均 包含 在 九 之 中 。[ 上 提示 :利用 习题 5. ] 


9. 3 如 上 题 所 示 , 我 们 称 3 玉 为 忌 的 全 分 式 环 。 求 证 ， 


(1 
(2) 
(3) 
10, 


13. 


S, 是 玖 最 大 乘法 集 3 使 得 了 :一 Sar>a/l 为 单 射 。 
至 中 的 元 素 或 者 为 零 因 子 , 或 者 为 单位 ， 
如 果 环 五 中 非 单位 均 是 零 因 子 , 则 瓦 =S 六 ( 环 同 构 )。 
设 庆 4 一 8 为 环 的 同 态 ,考虑 映射 . 

六 :Spec 万 ~>Spec4,F*(q) 一 广 :(q9)。 


4 中 素 理 想 均 为 妃 中 某 个 素 理想 〈 对 于 j) 的 限制 生 > 广 为 满 


如 中 素 理想 均 为 4 中 某 个 束 理 想 ( 对 于 力 的 扩张 巳 产 为 单 射 ， 
试问 (2) 中 和 乓 是 否 成 立 ? 


.人 (1) 对 于 瓦 =Z ,= 一 22Z* ,求证 3 一 闻 =Q， 


试 给 出 具有 性 质 “3- ZL=Q" 的 乙 中 乘法 集 3 的 一 个 关 画 。 


. 设 3 为 环 忌 的 乘法 集 ,0 失 3， 求证 ， 
五 为 整 环 他 3-' 玉 为 整 环 。 


尽 为 主 理想 整 环 福 S-! 肌 为 主 理想 办 环 。 
怪 为 唯一 困 子 分 解 整 环 他 8 一 玉 为 唯一 因子 分 解 整 环 。 
设 S 为 环 忌 的 匀 法 集 ,0 和 3S， 如 果 S-… 玉 为 整 环 ， 则 如 是 否 必 为 整 


环 ? 红 提示, 考虑 羽 =ZA]6Z,S={(2,4)}，] 


se 8B5 。 


人 


14, 设 凸 为 庆 刁 的 极 大 理想 ,2>1。 求证 商 生 如 jn"” 只 有 一 个 素 理 想 
《从 而 为 局 部 荆 )。 


15. 设 请 4-> 下 是 环 的 同 态 ,f(4) 夫 0， 如 果 4 为 局 部 环 , 则 五 也 是 局 部 


环 。 

16. 设 pPESpec 忆 ，m 为 瑟 p 中 办 一 极 大 理想 。 求 证 域 玉 pym 同 构 于 整 
环 瑟 /的 商 域 . 

17. 设 p 为 环 玉 的 极 小 素 理想 ,aEp。 求 证 有 se 玉 一 bp ,有 1, 使 得 sa 一 


18. 设 4 为 环 ,ppuESpec 4。 求 证 ， 
(GD 3= 扯 (4 一 p)=4 一 Up, 为 4 的 乘法 集 。 
(2) S-14 为 半 局 部 环 , 更 确切 地 赔 ，Max(S-:4) ={S-49|19 为 集合 f9， 


….，p,} 的 极 大 元 }， 
(3) 4pis= (3-.4)o-pi( 环 同 构 )。 


(4) 车 4 为 整 环 , 则 8-4= [4p,( 两 边 均 在 4 的 商 域 玉 之 中 ) 


835.2 分 式 模 


现在 我 们 谈 分 式 模 和 模 的 局 部 化 。 设 心 是 环 忆 的 乘法 集 ，M 
为 羽 - 模 。 我 们 在 集合 开 x 3 上 定义 如 下 的 二 元 关系 ,对 于 〈mm， 
s),(',s EXxG， 

(msS) 人 (1 ,3 )<> 存 在 vEAS 使 得 x(s 一 sm ) 一 0。 
这 是 等 价 关 系 。 以 mm/s 表示 (和 ,8) 所 在 的 等 价 类 ,SU 表示 全 
部 等 价 类 组 成 的 集 含 。 在 8”124 中 定义 加 法 为 ， 


了 和 YI2 十 S7 
+ 了 = 一 (EMstEG)， 


可 以 证 明 此 定义 与 等 价 类 中 代表 元 的 选取 无 关 , 并 且 S- 由 此 
而 成 为 Abel 群 。 零 元 素 为 了 进而, 对 于 E 3-IR (aE 及 ， 


aa BEB6。 


一 一 BRPM 


sES) 和 开 ESTHMCOAEG MES) 定 义 


CC 11 4 
一 .一 二 一 一 ES 
S 8 和 


可 以 证 明 此 定义 也 与 等 价 类 中 代表 元 的 选取 无 关 , 并 且 3S 由 
此 而 成 为 3 五- 模 。 我 们 把 这 个 3: 忆 - 模 全 则 作 是 刁 - 模 
取 对 于 已 的 乘法 集 $ 的 分 式 模 . 

例 1 分 式 环 3 ! 刁 是 分 式 模 的 特殊 情形 , 即 8 : 忆 是 羽 - 模 
刀 对 于 纺 的 分 式 模 ， 

例 2 设 " 为 环 刁 的 理想 ,S 是 忆 的 乘法 集 。 则 瑟 - 模 对 于 


4 的 分 式 模 为 8-tm 一 | 全 ES-IRBlaEnsES， 这 与 83.1 中 定 


理 1 中 符号 SIa (那里 表示 a 到 3: 羽 中 的 扩张 理想 ) 是 一 臻 
例 3 对 于 最 重要 的 情形 ,S = 五 -pb, pbESpec 尺 .我 们 把 羽 ?- 
模 3 记 成 WMp, 员 作 是 及 在 p 处 的 局 部 化 . 


类 似 于 分 式 环 的 情形 ( 引 理 1) 可 以 证 明 : 帮 :MA9- 玉 ， 和 > 
mm1/1 为 五 - 模 同 态 , 并 且 Kerf={mEM 有 sES 使 得 sm 一 0}. 
设 f:Wr>N 为 已 - 模 同 态 ,3 为 玉 的 乘法 集 ， 定 义 歇 射 


S-If:S-1MH ->S-IN， 人 


直接 验证 这 是 3-! 妈 - 模 同 态 。 并 且 如 果 g:WN 一 忆 也 是 羽 - 模 同 
态 , 则 SeE 有 =(3 8)03- 7). 


定理 2 ”8S-! 是 正 合算 子 ， 确 切 地 说 ,如 果 如 ,7 全 1 号 7 
为 尺 - 模 正 合 序列 , 则 S-HE)，S-LM/ 8-L1 代号 3S-1 7 是 
S-!R- 模 正 合 序列 . 


e g@B7 。 


本 : 


证 明 由 &j 0 可 知 3 8 SS 一 3 人 0) 一 0. 
从 而 Tm(S- 户 三 Ker(S-L8)， 反之 ,车 亚 EKer(S-1g) , 则 旦 Ce 


= 了 ES 于 是 有 4EA4 使 得 如 (mm )=0GE 有 7 但 是 & 为 
- 模 同 态 , 从 而 &( 因 )=0.， 于 是 trEKerg 王 Inf。 即 有 mm E 
4 ,使 得 tj(m)。 从 而 在 9: 故 中 有 亚 一 其 全 一 (81) 


() EIm(CS-I) .于 是 Ker(S-ig)SIimCS7p 


注 记 特别 地 , 若 好 为 歼 的 五 - 子 模 , 则 仿 : 可 看 成 是 
3-1M 的 9-! 玉 - 子 模 . 


引 理 4 设 六 和 尸 均 为 玉 - 模 朵 的 子 模 ，S 为 玉 的 乘法 集 。 
则 

(TD S-I(NW+D)=S-IN TGS-IP， 

(2) S-I(NPnP)=S-INmnS-LP; 

(3) 有 4-: 忆 - 模 同 构 :S-1CMVN)S 大 -ASTLN。 


证 明 (1) 设 xES-IN+P), 则 z= 22(ocEN,PEP， 


2 83 了 十 8S S 包 十 1 胸 十 玫 二 
sEw)， 但 是 寺 二 三 一 二 人 =， 人 1 人 一 -二 


一 z， 因此 zxES-IN+AS-IP. 反 之 ,着 zxESTIN +S-IP, 则 z= 羡 
+ 二 (EN,DEP,stEG)， 从 而 x= 加 2 ES-I(N+ 记 ) 
(因为 如 EN,spEP,siIEG)， 

(2) 设 zESTINmnS-P, 则 z= 人 = 了 (EN,pEP,stE 


S)J。 于 是 有 xcES 使 得 wx(ta 一 sp)=0， 令 罗 =xtm 一 xsD， 则 


se BBS 。， 


ENmnP, 而 z= 半 -2 ESTINnP)， 反之 , 若 rvES- (CN 


门 尼 ) , 则 显然 有 xzxEoTVPmnS-IP， 

(3) 瑟 - 模 短 正 合 序列 0 一 六 一 江 一 好 /一 0 经 正 合 算 > 83- 
的 作用 (定理 2) 给 出 S-!B- 模 短 正 合 序列 (>S-ILN_>S-LK_> 
SA/N) 一 0。 从 而 有 SIR- 模 同 构 GASTLVES-LCMN/ 
NA)。， 上 

注 记 引 理 4 的 (1) 可 以 推广 到 任意 多 个 子 模 之 和 的 情形 ， 


8-!( 于 和 )= 忆 (SND)， 证 明 是 一 样 的 ， 
IE7 EL 


落 玉 中 的 理想 a 自然 地 看 成 是 玉 - 模 . 如 果 3 为 忆 的 乘法 集 ， 
则 五 - 模 a 对 于 人 的 分 式 模 为 8-Ia。 这 是 SIB- 模 。 从 而 为 8S-: 
羽 的 理想 ， 由 引 理 4 直接 推出 

系 1 设 a 和 8 为 环 尽 的 理想 , 3 为 瑟 的 乘法 集 ， 则 

(1) 在 环 SI 玉 中 ,SCa+b)= 王 SIa+G-1D0， 

《2) 在 环 43- 玉 中 ,Sr1Camnp) 一 3 lamS-b， 

(3) 以 仿 表 示 &8 在 商 环 /a 中 之 象 . 则 有 环 同 构 ， S-I(R/a) 
兰 心 -1 有 /Sina 


下 一 个 定理 反映 了 算 子 8 -: 和 @@ 之 间 的 联系 ， 

定理 3 设 3 为 环 尺 的 乘法 集 , 4 为 五 - 模 ， 则 有 4S-! 司 - 模 
间 构 :9 MsS @s 歼 ， 确 切 地 说 ,存在 唯一 的 3S-: 尼 - 模 同 构 
庆 STIRQRMNSGS-IK ,使 得 


f (2@m)= 人 和 (acRscSmEM) 


证 明 ”由 标准 同 态 ->S 吾 将 8- 看 成 是 已 - 模 ， 直 接 
验证 卫 射 


人 


-有 xx M 一 SI (mm 和 
是 羽 - 双 线性 映射 ， 从 而 第 一 章 定理 10 诱导 出 召 - 模 同 态 太 S 忆 
@*， 1 一 SS 使 得 (1) 式 成 立 ， 由 (1) 式 容易 看 出 了 事实 上 为 
4-!R- 模 同 态 ,并 且 显 然 是 满 同 态 而 且 由 条 件 (1) 所 唯一 决定 ， 
最 后 只 需 再 证 了 为 单身 .由 于 
工 ( 生 @ Q@mi)= 环 呈 em- 忆 二 onmr- 工 @ 开 at 


二] 31 iT1 


其 中 s 一 si so 一 s/si， 从 而 BRG@n 中 元 素 均 可 表 成 工 @ 


呈 的 形式 (9E 3,ma EM )， 如 果 了 (二 @m )=0, 则 于 = 上， 于 是 


有 ES 使 得 如 =0， 从 而 工 @m = 二 @am= 工 Qim= 二 @0- 


0。 这 表明 了 为 单 射 . 
由 定理 2 和 定理 3 立刻 得 到 
系 1 3-!R 为 平坦 忆 - 模 .是 


定理 2 表明 S-! 保持 模 序列 的 正 合 性 ， 引 理 4 表明 ”与 模 
的 许多 运算 都 可 以 交换 ,下 面 系 2 表明 4S-! 保 持 模 的 自由 性 ,有 限 
生成 性 和 投射 性 ， 我 们 在 下 章 还 要 证 明 3S 保持 模 的 Noether 
性 .在 上 节 习 题 中 我 们 还 看 到 3-:! 保 持 环 的 许多 性 质 ， 这 一 切 表 
明 算 子 43- 具有 极 好 的 性 状 ， 

系 2 设 S 为 环 忆 的 乘法 集 ， 则 

(1 允 为 自由 开 - 模 六 S 为 自由 3 下- 模 ， 

(2) 歼 为 有 限 生 成 中- 模 福 38 1 到 为 有 限 生 成 S 下 - 模 . 

(3) 好 为 投射 五 - 模 忆 8 2 为 投射 3 忆 - 模 . 

证 明 (1) 若 好 一 电 ， 及 兰 有 ， 则 由 定理 3 可 知 


。290 。 


STMAsSTRG@e( 由 RD) = 四 (STRGeR)， 


但 是 3 下 畏 , 兰 G 下 四 x 有 = 关 3 刁 ， 从 而 3 同 构 于 17| 
企 4 及 的 直 和 , 即 为 自由 &- 羽 - 模 ， 

《2) 车 妈 为 有 限 生 成 召 - 模 , 则 存在 秩 有 限 的 自由 五 - 模 三 ， 
使 得 下 一 形 一 0 是 五- 模 正 合 序列 ， 作用 正 合算 子 8 之 后 得 到 
4 -! 玉 - 模 正 合 序列 SI 下 一 8 一 0， 由 (1) 知 3 为 秩 有 限 
的 自由 S- 尾 - 模 ,从 而 它 的 商 模 81 是 有 限 生 成 的 . 

(3) 若 开 为 投射 五 - 模 , 则 有 自由 五 - 模 互 和 忆 - 模 六 使 得 大 
兰 姑 由 六 ， 于 是 由 定理 3 可 知 

六 -下 信人 -1 有 因 太 兰 71IRQ (MBN) 
兰 (3 有 OOasM) 四 CS REGOasN) 
SG 引 S-N， 
由 于 人 -及 是 自由 3- 玉 - 模 , 从 而 它 的 直 和 成 分 SI 是 投射 
3 R- 模 .| 


定理 4 设 允 ,N 为 羽 - 模 , 则 有 唯一 的 8-! 忌 - 模 同 构 
了 :31MQsaS-INSNS-IHNOQV)， 


使 得 了 ( 王 @)= 于 人 二 (mnEMnEN，atEB). 


证 明 ”仿照 定理 3 的 证 明 , 留 给 读者 练习 , 〖 

在 定理 4 中 取 &= 玉 一 p,pESpec 尺 就 得 到 

系 设 PpESpec 玉 , 则 对 于 五 - 模 邓 ,六 ,我 们 有 五- 模 同 构 ， 
MbpQRbNbs(MOQRN)p 和 


下 面 两 个 引 理 园 样 表明 3 的 良好 性 状 . 


引 理 5 设 3 为 忌 的 乘法 集 ， 邓 是 有 限 生 成 羽 - 模 ， 则 3 
(Ann(H))=Ana(S3 有) 两 边 均 是 3 :的 理想 )， 


亲人 


证 明 ”如果 引 理 对 已- 模 六 和 书 成 立 ， 即 8-CAnn(N ))= 
Ann(S- LV),S-L(Ann(zD))= 王 Ann(S-IP), 则 
SI(Ann(N+))=S-I(Ann(N)yAnn( 王 )) 

一 必 -I(Ann(CN)) 所 -IC(Ann( 己 )) 

一 Ann(GS-LV) 人 NAnn(CS-IP) 

一 Ann(S-ILN HS-IP)=Ann(S-ICNT+ 忆 ))。 
即 引 理 对 六 + 书 也 成 立 . 由 于 有 限 生成 玉 - 模 是 有 限 个 循环 忆 - 
模 的 和 ， 从 而 我 们 只 需 对 于是 循环 妃 - 模 的 情形 证 明 引 理 即 可 . 
但 是 循环 瑟 - 模 寻 均 同 构 于 五 /ao 为 于 的 某 个 理想 ， 于 是 Ann 
(好 )=Ann( 尼 /aq) 一 4 由 引 理 4 的 (3) 我 们 有 如 1 有 宕 3 及 ]8-1 
a。 于 是 Ann(S-N) 王 Ann(S-! 忆 /Sr-Ia0) = 人 -ia 一 9- (Ann 
(MD)). 


引 理 6 设 允 为 瑟 - 模 ,和 书 为 到 的 将 - 子 模 , 并 且 已 是 有 
限 生 成 羽 - 模 ，& 为 已 的 乘法 集 ， 则 
Sr-I(N:P)=(S-IN:GS-IP)， 
(回忆 :(X:P)={aE 玲 lePSEN) 是 已 的 理想 。) 


证 明 利用 (W:P)=Ann( 之 六 二 ) 和 引 理 5. 1! 


习 题 
1, 设 S 为 环 五 的 乘法 集 , 到 为 有 限 生 成 已- 模 , 则 3- =0<> 有 sE4 


使 得 s 开 =0。 

2， 设 访 4 一 3 为 环 同 态 ,， 由 此 将 五 作成 4- 横 。 令 8 为 环 4 的 乘法 集 ， 
下 =J(CS)。， 求证 有 3-:4- 模 同 构 ，3-:Bs7BB。 

3， 设 尽 为 整 环 , 开 为 尽 的 商 域 ，M 为 玉 - 模 ， 定义 五 - 模 同 态 方形 一 
开 QrM mr>1lQ@m。 求 证 Kerf=7(C)。 

4， 补 足 定 理 4 的 证 明 。 

5， 设 S 是 环 羽 的 乘法 集 。 如 果 凡 是 平坦 五- 模 ， 求 证 SMW 是 平坦 
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S-:E- 模 。 
6. 设 问 为 环 忆 的 极 大 理想 ， 开 为 忆 - 横 ，S= 屯 一 m。 
(1 着 sES ,求证 对 每 个 正 整 数 mw, 均 有 s* 和 忆 , 使 得 ss=1Cmodm") . 
(2) 定义 Rnmx 于 /mn" 一 Mymn (ay/s, 元 )Fy>asr 。 
其 中 oaERscSsER 使 得 ss= 王 1(mod mn),oE 有 ,元 表示 在 商 横 
型 m"a 中 的 象 。 求 证 这 个 映射 是 可 定义 的 《 即 它 不 依赖 于 s 的 不 同 选 
取 方 式 )， 并 且 由 此 使 W/m*H 成 为 Rm- 模 。 
(3) 令 m=mRmn， 求 证 有 Rnm- 模 同 构 MyVmnM s 关 Mnm/mnsMm。 


8$ 35.5 局 部 性 质 


设 己 是 环 (或 模 ) 上 的 某 个 性 质 ， 如 果 对 于 每 个 环 忆 (或 者 每 
个 五 - 模 邓 )， 

忌 ( 或 W) 有 性 质 已 皂 之 对 于 每 个 PESpec 己 , 好 p( 或 Mp) 均 有 

性 质 己 . 

我 们 就 称 己 是 一 个 局 部 性 质 ， 这 样 一 来 ， 如 果 书 是 一 个 局 部 性 
质 .、 为 了 检验 吾 ( 或 者 已 - 模 邓 ) 是 否 有 性 质 书 ,只 需 对 每 个 局 部 化 
好 p( 或 者 下 p) 检 验 是 否 有 性 质 已 即 可 ， 由 于 怒 p( 或 Mp) 通 常 有 比 
忆 ( 或 f) 简 单 的 结构 ， 因 此 后 一 个 检验 往往 要 容易 得 多 ， 这 就 是 
局 部 化 方法 的 好 处 . 

有 相当 多 的 性 质 是 局 部 性 质 ， 例 如 下 面 的 引 理 7 和 引 理 9 表 
明 :“ 好 为 零 模 “和 -”H 为 平坦 天 - 模 " 均 是 局 部 性 质 . 引 理 8 表明 
关于 模 同 态 的 某 些 性 质 也 是 局 部 性 质 ， 在 习题 和 以 后 几 章 中 ， 我 
们 还 会 见 到 更 多 的 局 部 性 质 . 


引 理 7 设 允 为 五 - 模 则 下 面条 件 徙 此 等 价 ， 
(1) 好 =0; 

(2) 对 于 每 个 PESpec 玉 ，Mb 一 0; 

(3) 对 于 每 个 mE Max 环 ，Mnmn 一 0。 


本 


证 明 ，(1) 信 (2) 池 (3) 显然 (3) 字 (1)， 用 芭 证 法 ， 如 果 
形 关 0， 令 0 关 了 EM 则 工 和 Ann(7) 一 1 和 忆 |7 人 =0}， 从 而 
Ann(W) 是 丸 的 真理 想 ， 于 是 它 包 含 在 某 个 极 大 理想 由 之 中 .但 


是 Mn=0, 从 而 0= 工 EMm。 于 是 有 sE4S= 尼 一 中 使 得 sm 


0， 从 而 sSEAnn(m) 三 m， 而 这 与 sE 瑟 一 m 相 了 矛盾 . 


引 理 8 设 /:Wf->W 为 刀 - 模 同 态 ， 对 于 每 个 nE Spec 尼 ， 令 
Jp: Ma- 为 Re- 模 同 态 ， 包 (于 )= 妆 2 《sE 下 -. 则 


(1) 了 为 单 同 态 所 六 对 每 个 PE Spec 己 ， 帮 为 章 同 态 
人 > 对 每 个 由 EMax 好 ，fn 为 单 同 坊 . 

(2) 了 为 满 同 态 <-> 对 每 个 pE Spec 眉 ， 帮 为 满 同 态 

< 之 对 每 个 mm EMax 忆 ，f 帮 为 满 同 态 。 

(3) 了 为 同 构 所 -> 对 每 个 pE Spec 好 ， 思 为 同 构 

人 -> 对 每 个 由 EMaxR，jm 为 同 构 。 

证 明 〈1) 对 于 每 个 下 - 模 同 态 六 :M ->N ,我 们 有 玉 - 模 正 合 序 
列 0 一 天 -> 有 一 人, 开 王 Kerf .从 而 对 每 个 pESpec 尺 ， 我 们 有 尽 p- 
模 正 合 序列 0->K?-> My 多 (定理 2)， 于是， 为 单 同 态 生 > 
瓜 =0. 户 为 单 同 态 付 >Ks 一 0， 然 后 再 利用 引 理 ? 即 可 证 得 (1) 
中 诸 条 件 的 等 价 性 . 

(2) 利用 羽 - 模 正 合 序列 M > N->N/Imf->0。 注意 ， 了 为 
满 同 态 人 >W/Imf=0。 然 后 可 象 1) 一 样 地 证 明 。 

(3) 由 (1) 和 (2) 得 出 . | 


引 理 9 设 为 刁 - 模 则 下 面 三 条 件 彼 此 等 价 ， 
(1) 好 为 平坦 刀 - 模 ; 
《2) 对 于 每 个 PE Spec 玉 ，Jfp 为 平坦 吾 p- 模 ; 


se DO4 。 


(3) 对 于 每 个 下 多 Max 尽 ，m 为 平坦 玉 m- 模 ， 


证 明 (1) 福 (2)， 设 0>N- 二 > 书 为 p- 模 正 合 序列 .通过 
了 : 好 -> 有 par>a/l 可 将 六 和 书 看 作 是 已 - 模 ， 而 0 一 六 一 书 也 为 
攻 全 


鼠 - 模 正 合 序列 .由 假设 凡是 平坦 玉 - 横 ， 于 是 0 一 MQasN 一 一 
-7Q@asP 为 瓦 - 人 然后 在 ?处 局 部 化 得 到 p- 模 正 合 序 


列 0o >(W@,N)227a0MHO@sP)p， 容 易 验证 图 表 
0 一 >(CMGN)p oOMQ@sP) 
人 
1G9pp 


0 一 人 pbOPpNVp JpQ@nrpPp 


)- 7 的 用 


St 


是 交换 的 ， 其 中 4 为 标准 Ba- 模 同 构 ,使 得 ( 一 @ 
(OnE MnEN,s;tER-p)， 7 为 类 似 定义 的 五)- 模 同 构 (定理 
4)， 由 于 和 古 已 经 假定 是 Rh- 模 ， 从 而 Nb= ,Pb 一 已 ,pp 一 
p。 由 于 和 和 卢 均 是 同 构 , 从 而 由 交换 图 表 的 上 行 正 合 性 即 得 到 
下 行 正 合 性 ,也 就 是 说 0 一 > MG@PhN 1]29 MG@ap 忆 是 忆 i- 模 


正 合 序列 。 这 就 表明 好 是 平坦 尺 p- 模 . 

(2) 人 (3) ， 显 然 ， 

(3) 汪 (1): 设 万 N 一 尼 是 玉 - 模 单 同 态 , 则 对 每 个 mE 
Max 忆 ,fm: Nm 一 Pn 是 Rnm- 模 单 同 态 ( 引 理 8)。 从 而 由 (3) 推 得 fm 
Q1:NXnQOrnMn 一 PnO@nrnm2n 为 好 nm- 模 单 同 态 (对 人 每 个 nE Max 


忆 ) ， 这 相当 于 说 (JQ@1l)m:(NQ@rM)nPQ@zM)m 为 好 nm 模 


单 同 态 。 于 是 由 引 理 8 可知 QUM JS5>P@,。UN 为 尺 - 模 单 同 
态 ， 这 就 表明 朵 是 平坦 及 - 模 . 
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习 题 


1. 设 3 为 整 环 五 的 乘法 集 。 隐 为 五- 模 ， 了 (对 ) 为 到 的 扭 子 模 。 求证 ， 

《1) 7 (3S-)=S-:Z(CNK))， 

(2) 允 为 无 扭 尹 - 模 人 -> 对 每 个 pESpecBR Mbp 为 无 捏 p- 模 入 演 对 每 个 
ImnE Max 玉 ， 于 nm 为 无 扭 BRmn- 模 。 

《3) 2 为 捏 瑟 - 模 ( 即 玖 = 下 () ) 和 > 对 每 个 PESpec 及 ，Mp 为 扭 万 p- 
模 拓 字 对 每 个 mE Max 避 ,Mnm 为 扭 召 m- 模 。 

2. 设 为 尺 - 模 ,aa 为 玉 的 理想 。 如 果 对 每 个 包含 a 的 极 大 理想 中 均 
有 Mnm=0， 求 证 =aM。 

3.、 设 已 为 整 环 ， 天 为 怪 的 商城 。 

(1) 如 果 aeE 瓦 ,oa 六 0 并 且 a 冬 (CR) ,求证 存在 PESpec 及 ， 使 得 ao 二 
五 p。 


(2) 求证 P Pa= 站 
mEMaxB ”ESpeeR 巡 ( 注 意 ， 召 p 均 是 天 的 子 环 )。 


(3) 设 apE 尼 ,ap 三 0. 求证 在 中 中 jb《-> 对 每 个 pESpec 五 ,在 已 p 中 
a|10 人 -> 对 每 个 由 EMax 玉 ,在 Rm 中 cl (注意 ，Bp 均 是 整 环 .) 

4， 设 天 了 一 1 和 8:M 一 W 均 是 及- 模 同 态 ， 求 证 下 烈 三 条 件 披 此 等 
价 ， 

(1) 0->T- 二 NM 8-N_ >0 是 刁 - 模 得 正 合 序列 。 


(2) 对 每 个 pESpecB ,0 >Jp-1 癌 My ENp 一 >0 均 是 她 p- 模 短 正 


合 序列 。 

(3) 对 第 个 mEMaxR ,0 >Pm 了 -Mnm-em Nm >0 均 是 Bam- 模 
短 正 合 序列 。 

5。 设 届 为 整 环 , 开 为 尼 的 商 域 。 歼 为 有 限 生 成 投射 正 - 模 ， 求 证 

(1D) 天 @，i 是 域 玉 上 有 限 维 向 最 空间 ,并且 对 每 个 PE Spec 玉 ，RBp- 模 


于 p 均 可 自然 地 看 成 是 玉 QasU 的 子 集 ， 
这 坟 
(2) 玫 WE 间 mmEMaxEAnm 


6，. 设 M 是 羽 - 模 。 定 义 Supp( 玉 )={PESpecRiIMb 去 0、 求证 


。396 -。 


(1) 李 坟 0 和 >Supp( 到 ) 寺 和 。 

(2) 如 果 0 一 开 ' 一 M 一 8 一 0 是 刁 - 模 正 合 序 列 ， 则 
Supp( 到 ) 一 Supp(i )USupp(M7 7。 

(3) 如 果 开 和 六 均 是 有 限 生 成 玉 - 模 , 则 Supp(QsN)=Supp(MN)n 
Supp(CV )。 


ee。 97 。 


第 四 章 ”INoether 环 和 Artin 环 


德国 女 数学 家 卫 . Noether 于 本 世纪 初 对 于 理想 准 素 分 解 特 
性 的 研究 是 传统 理想 论 的 支柱 .这 项 工作 使 古典 代数 几何 建立 在 
全 新 的 代数 基础 之 上 . 在 这 一 章 里 , 我们 首先 介 绍 Noether 的 
准 素 分 解 理 论 ,然后 讲 具 有 理想 准 素 分 解 特性 的 一 类 最 重要 的 
环 一 一 Noether 环 以 及 Noethber 模 。 最 后 介绍 在 某 种 程度 上 与 之 
对 偶 的 Artin 环 以 及 Artin 模 ， 


$ 4.1 理想 的 准 索 分 解 


在 整数 环 乙 中 ， 每 个 整数 "2 均 可 唯一 地 表 成 一 些 素数 之 
乘积 :一 24… 22。 但 是 任意 (具有 人 么 元 素 的 交 换 ) 环 忆 中 没有 
这 样 好 的 性 质 ， 在 某 种 程度 上 , 素 理 想 是 素数 的 推广 我 们 可 以 
把 % 的 素数 分 解 式 写 成 理想 的 形式 ， 

(2a) 一 (2 人 (2 (Po 
每 个 环 中 均 有 素 理想 概念 ， 但 不 是 每 个 理想 均 可 表 成 有 限 个 素 理 
想 之 交 ( 例 如 忆 中 的 理想 4Z)， Noether 发 现 ,在 相当 广 的 一 类 
坏 中 有 所 谓 准 素 分 解 特性 ， 即 每 个 理想 均 可 写成 有 限 个 准 素 理 想 
的 交 ,并 且 这 种 表 东 还 具有 某 种 程度 的 唯一 性 . 所 谓 准 素 理想 可 
看 作 是 整数 环 中 “素数 等 2 "的 一 种 推广 . 它 的 确切 含义 是 

定义 环 忆 中 的 理想 9 叫 作 是 准 训 的 ,是 指 它 满足 如 下 两 个 
条 件 ， 

(1) 9 站 

(2) 如 果 Y,yER,zyEq,y 和 9, 则 有 正 整 数 ” ,使 得 y"E9. 

注 记 条件 (2) 等 价 于 以 下 请 条 件 ， 

(2) 若 zyEq,xq,， 则 yEY 9. 

(2) 若 xyEq,y 科 X 9 , 则 xzE9。 
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(2 人 ) 及 /9 中 的 零 因子 必 为 客 零 元素 ( 即 尽 /9 的 零 因 子 属 于 
尼 /9 的 小 眼 ) 

由 定义 不 难看 出 ， 

例 1 环 丸 中 每 个 素 理 想必 是 准 素 理 棚 ( 定 义 条 件 (2) 中 可 取 
2 -=1) 

例 2 在 整数 环 Z 中 ,2Z 为 准 素 理 想 拓 >7=0 或 者 |4|= 
(为 素数 ,a1)。 对 于 任意 主 理想 整 环 也 有 类 似 的 命题 

例 3 设 太 4-> 为 环 的 同 态 。 若 9 为 了 的 准 素 理想 , 则 人 
三 三 !(9) 为 4 的 准 素 理想 , 〈 请 读者 自 证 ) 


引 理 1 如 果 9 是 环 尺 的 准 素 理想 ， 则 Y 9 为 素 理 想 ， 并 且 
是 包含 9 的 最 小 素 理想 。 
证 明 由 于 Y9 = 和 门 交 ,从 而 只 需 证 明 J 9 为 素 理 想 即 可 . 
hpESpec 瑟 
?三 9 
设 xyEY 9 , 则 有 径 关 1 使 得 zy 一 (zy)Eq， 如 果 zmEg， 
则 ET 9 .如果 z7" 和 9, 则 又 有 ?21 使 得 (y”)" 一 yaEq。， 于 
是 yEY9. 这 就 是 说 ,* 和 Y 至 少 有 一 个 属于 TY 9 .从 而 7 9 
为 素 理想 ,| 


定义 设 9 为 环 忆 的 准 素 理想 ， 我 们 把 ?= Y 9 叫 作 是 属于 
9 的 素 理 想 ,而 9 叫 作 是 ?- 准 素 理 想 . 

例 4 准 素 理想 不 一 定 是 素 理 想 的 寡 ， 例 如 设 太 为 域 而 五 = 
RLY,y]。 考虑 刀 的 理想 9=(z，y2) , 则 五 /q9 兰 &LY]/(Y2)s(0). 
易 知 RLyY]j/(Cy 纪 中 零 因 子 必 为 需 堆 元素, 从 而 9 为 丸 的 准 素 理想 . 
而 p=J9 =(z,y)。 并 且 PCqCp， 如果 9=p",p' ESpecR， 
则 pP2Cp“Cp， 将 此 式 诸 项 求 根 即 得 到 pSPmSp。 即 玫 =p。 于 
是 严 CPCp。 但 这 是 不 可 能 的 。 从 而 9 不 是 素 理 想 的 笑 。 
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例 5 素 理 想 的 寡 出 不 一 定 是 准 素 蛙 想 ， 例 如 设 为 域 而 令 
尺 :=RTz,y,z]/ 人 (zy 一 22)。 基 查 玉 的 理想 pb=( 王 ,5), 则 已/p 宕 
民 妇 为 整 环 。 从 而 ?为 忌 的 素 理 想 。 但 是 刀 不 是 已 的 准 素 理想 ， 
因为 五 了 一 52Gb2, 互 多 pb 而 同时 又 有 了 和 锯 p 一 WPp2， 

另 -方面 ,我 们 有 如 下 的 引 理 . 

引 理 2 设 a 为 环 忆 的 理想 ， 如 泉 Wa 是 玉 的 极 大 理想 ， 则 
a 为 准 素 理想 ， 特 别 地 , 极 大 理想 m 的 方 赛 必 是 mm- 准 素 理想 ， 

证 明 设 m=TY aceMax 瓦 . 则 证 在 下 /oa 中 的 象 责 是 屯 /a 
的 小 根 。 由 于 忆 中 包含 a 的 素 理想 必然 包含 m = a ,而 mm 又 是 
刁 的 极 大 理想 。 从 而 m 就 是 如 中 包含 a 的 唯一 素 理 想 ， 这 表明 
忆 ]a 为 局 部 环 ， 从 而 妨 /a 中 零 因子 均 属于 而 (因为 零 因 子 不 是 音 
位 ) ,由 于 责 是 R]a 的 小 根 , 从 面 忆 /ua 中 零 因子 均 为 敌 零 元 素 . 
于 是 a 为 召 的 准 素 理 想 。 引 理 2 的 最 后 一 个 论断 是 由 于 mn” = 
m。 | 

引 理 3 设 q9(1<iso) 均 为 环 忆 的 理想 ，phESpecBR。 如 果 


每 个 qi(1<sissa) 均 是 3- 准 素 理想 , 则 9= 们 9 也 是 p- 准 素 理 
1 一 


想 . 

证 明 ”首先 我 位 有 7Y9 =TYAN9=nY =p， 其 次 ， 著 
ZyC9q,y 科 9, 则 有 ;iTIs; 答 2) 使 得 zyEG9，7y 和 9i， 于 是 zyE 
M9 一 hh 一 9， 这 就 表明 9 是 p- 难 素 理想 , 是 

引 理 4 设 9 是 环 五 的 !- 准 素 理想 ,>E， 则 

(1) >E9q(9:7) 一 已 ， 

(2) z 舌 bp:(9:7) 一 9。 

(3) zx 科 9->(q:z7) 为 p- 准 素 理想 ， 

证 明 (1) 和 (2) 由 定义 直接 得 出 ， 对 于 (3)， 我 们 先 求 
Y(q:z) : 若 yYE(q:x), 则 zyE9q。 但 是 yx 买 9, 于 是 yYEp。 这 表 
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明 qS(q:z)Sp， 取 根 , 即 知 bfSW(9qiz) 二 p。 因 此 qz) = 
pb， 再 证 (q: z) 准 素 : 若 yzE (q:z)，Yy 千 p( 王 qz) )， 则 zyzE 
9， 但 是 y 科 b, 而 9 为 b- 准 素 理想 ,从 而 ysE9q9。 于 是 “GE(9:2). 
这 就 表明 (q:x) 是 p- 准 素 理想 . 上 


定义 ” 环 导 的 理想 叫 作 是 可 分 解 的 ,是 指 a 可 表示 成 有 限 
个 准 素 理 想 之 交 ， 即 


栓 注 = 


9， 《9, 均 准 素 ) . 41) 


一 )> 


RN 
这 时 ,我 们 称 (1)? 式 为 理想 a 的 准 素 分 解 式 ,每 个 4 叫 作 是 “的 
准 素 分 支 ， 

一 般 说 来 ,不 是 每 个 理想 都 是 可 分 解 的 。 我们 在 下 节 要 证 明 ， 
对 于 代数 几何 中 很 重要 的 一 类 环 一 -Noether 环 , 其 中 每 个 理想 
均 是 可 分 解 的 , 即 均 有 准 素 分 解 式 ， 在 本 节 中 ,我 们 先 假定 理想 a 
是 可 分 解 的 ,考查 准 素 分 解 式 的 唯一 性 问题 , 即 准 素 分 解 式 中 哪些 
因素 是 由 理想 a 所 唯一 决定 的 ， 

首先 ,如 果 准 素 分 解 式 (1) 中 某 个 准 素 分 支 9 包 合 其 佘 24 一 1 
个 准 素 分 支 的 交 , 那 末 (1) 式 中 显然 可 以 去 掉 这 个 9,， 得 到 的 一 
个 更 简单 的 难 素 分 解 式 其 次 ,如 果 准 素 分 支 中 某 一 些 有 相同 的 


和 


根 。 例 如 Y 和 一 …: 一 9 一 pp 由 引 理 3 我 们 知道 9= 们 9: 食 
一 


是 p- 准 素 理想 ， 于 是 , 将 (IT) 式 中 门 9. 改 成 一 个 9, 又 得 到 一 个 
:= 


更 简单 的 准 素 分 解 式 ， 所 以 , 若 理想 0 是 可 分 解 的 ,我 们 总 可 经 过 
上 述 “ 简 化 ?得 到 形 如 (1) 的 准 素 分 解 式 ,使 得 它 还 满足 如 下 两 个 条 
件 ， 

(a) Yq GLsis2) 是 彼此 不 同 的 素 理想 ; 
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和 和 二 本 


定义 ”满足 条 件 (a) 和 (b) 的 准 素 分 解 式 (1) 叫 作 是 理想 a 的 


极 小 准 束 分 解 式 . 

然而 ,理想 a 的 极 小 准 素 分 解 式 ( 如 果 有 的 话 ) 也 仍然 有 可 能 
不 是 唯一 的 . 

例 6 瑟 一 REz,y](R 为 域 )， 理 想 0=(z2,ZY) 有 如 下 两 个 
不 同 的 极 小 准 素 分 解 式 : 

Q 一 (z) 站 (zyY)2 ((z,y)2 是 极 大 理想 (z,y) 的 需 ， 从 而 


准 素 ). 
a=(zZ) 人 (xz2y) (22 ,yy) 的 准 素性 见 例 4)。 
注意 ICz) =(z)，VOz:y)2 一 WOzi5y)=(zy)。 从 而 这 两 个 
均 是 极 小 准 素 分 解 式 ， 


下 面 定理 表明 准 素 分 解 式 在 某 种 程度 上 的 唯一 性 ， 
定理 1 《第 一 唯一 性 定理 ) 设 a= 「] 9 是 极 小 准 素 分 解 式 ， 


玉 = VY9 CI<i<2a)， 则 (pl ,ps} 是 由 9 所 决定 的 , 与 极 小 准 
素 分 解 式 无 关 . 

证 明 ”我 们 来 证 明 

{pbl，'…，p}=({pESpec 玉 | 存在 YER 使 得 bp=W (Ca:z) 
由 于 此 式 右 边 完全 是 理想 a 本 身 的 特性 ,由 此 即 可 证 得 定理 1 


对 于 每 个 =ER,(aiz) =( 站 qi:z)= 们 (qz)。 于 是 由 引 
ii 一 1 ;= 上 
理 4 的 (1) 和 (3) 可 知 
Ja:y) 一 站 7- 门 n， (2) 
ii 5 一 1 
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如 果 7Y (a:4) 为 素 理想 , 则 由 (2) 式 可 知 存在 某 个 了 使 得 Ya: z) 
=h。 反 之 ,由 准 素 分 解 式 的 极 小 性 可 知 对 每 个 了 都 有 ”;E 忆 使 


得 >, 和 9,，z,E 门 %。 于 是 由 (2) 式 可 知 VTG537J-p。 这 就 完 
1 
Ye 
成 了 证 本 .站 
注 记 “由 上 述 证 明和 引 理 4, 可 知 对 每 个 j(L<J<n), 均 有 
avE 刀 ,使 得 (qiz，) 为 !- 蕉 素 理想 ， 


定义 ”定理 1 中 每 个 PCIsJ<n) 均 叫 作 是 属于 的 理 
想 . 

于 是 , 当 a 是 可 分 解 理 想 时 ,a 为 准 素 理想 的 充 要 条 件 是 a 只 
有 一 个 属于 它 的 素 理 想 ， 

例 6 中 理想 a= (22,7y) 的 两 个 不 同 的 极 小 准 素 分 解 式 具有 
同样 的 {fpl,p?} 一 {(z)， (zy)y》， 注 意 (z)SE(zy)， 从 而 Ya = 
pi 站 pz 一 (2) 为 素 理想 ,但 a 不 是 准 素 理想 。 这 说 明 a 的 根 为 素 理 
想 则 a 不 必 难 素 ( 例 5 也 是 这 方面 的 例子 )， 例 6 还 启发 我 们 给 出 
如 下 的 定义 ， 


定义 设 理想 ae 有 极 小 难 素 分 解 式 a= 门 o,p=Y， 


则 tp ， ,ps} 中 每 个 极 小 元 叫 作 是 属于 a 的 极 小 素 理 想 或 孤立 讲 
理想 . 如果 凡是 孤立 素 理想 , 则 对 应 的 9 叫 作 是 a 的 珠 立 准 素 分 
支 ， 不 是 孤立 素 理 想 的 P, 叫 作 是 属于 。 的 代 人 素 理 想 , 对 应 的 9， 
叫 作 是 a 的 嵌 人 淮 泰 分 支 . 〈“ 怕 立 ”和 "和 戏 入 "二 调 起 源 于 它 所 反 
映 的 代数 儿 何事 实 ， 见 86.1 中 的 解释 )。 

比如 在 例 6 中 ,(z) 和 (zy) 分 别 是 属于 a= (xzy) 的 极 小 
( 匠 立 ) 素 理想 和 自 入 素 理想 . 

由 于 tp， po) 是 由 a 所 决定 ,而 其 中 的 全 部 极 小 元 , 即 属于 
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a 的 全 部 极 小 素 理想 当然 也 是 由 a 所 决定 的 ， 事 实 上 我 们 可 以 把 
它们 刻画 成 

引 理 5 设 a 是 可 分 解 理想 , 则 每 个 包含 a 的 素 理 想必 人 包含 
某 个 属于 的 极 小 素 理想 。 于 是 属于 a 的 全 部 极 小 素 理想 恰好 就 
是 集合 {DESpec 五 |p 守 的 全 部 极 小 元 . 

证 明 如 果 ?2a= 和 人 9。 取 根 则 有 p 们 产 = 属于 的 

= 一 

全 部 极 小 素 理想 之 交 。 从 而 p 必然 包含 某 个 属于 a 的 极 小 素 理 
想 。 由 此 易 得 到 引 理 5 的 后 一 个 论断 . | 


引 理 6 (1) 设 a = 们 9, 是 理想 的 极 小 准 素 分 解 式 ,p,= 
Y9 .， 则 
U hi={YGERICa:z)Dol) 。 
5 


(2) 车 零 理 想 (0) 是 可 分 解 的 , 则 已 的 零 因子 集合 忆 为 属于 
《0) 的 全 部 素 理想 之 并 . 


证 明 G) 不 难 证 明 ,a= 们 9 是 a 在 忆 中 极 小 准 素 分解 


式 和 >(T)= 门 东 是 〈7) 在 BR/a 中 的 极 小 准 素 分 解 式 ， 从 而 
1 


由 R/a 中 素 理想 和 及 的 包含 a 的 素 理 想 之 音 的 保 序 一 一 对 应 关 
系 ,可 知 由 (3) 可 推出 (1).。 为 了 证 明 (2) 式 ， 我 们 由 刀 的 定义 知道 
万 = [Jo:r)， 由 此 式 还 可 得 到 刀 的 另 一 表达 式 ; 


本 乞 郊 
宇 如 0 


D= 晶 CO:z)， (3) 


了 分 尽 
2 专 0 
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-这 是 因为 九 显 然 包含 在 (3) 式 右边 之 中 .反之 ,如 果 Y 属于 (3) 式 右 
边 , 则 有 xs 0， 使 得 yEH (0:z)。 于 是 有 ?>>1 使 得 多 E(0: 
z)， 从 而 y"z=0。 由 于 xs0, 于 是 有 正 整数 ;使 得 Yz= 
y(ymliz) 一 0, 而 yws0。 从 而 yE(0:yiz)， 即 yGD， 因此 
等 式 (3) 成 立 . 


设 (0) = 们 9: 为 极 小 准 素 分 解 式 , pi=Yq%. 由 定理 1 的 
衬 一 了 


证 明 中 的 (2) 式 可 知 
zy = 和 门 p 《4) 
2 人 q， 
如 果 xs 关 0, 则 1 和 (0:2)。 从 而 (0:z) 关 尺 ， 于 是 (0:z) 关 郧 . 由 
(4) 式 可 知 有 Js<7<sa) 使 得 IC0:z) Chp。 再 由 (3) 式 即 知 


三 避 p。 反 之 ,由 定理 1 的 证 明 可 知 每 个 p 均 有 形式 中 一 
i=1 


(0:8) (对 某 个 0sszER)。 因此 又 有 Uns U (0:z) = 
和 上 0 

忆 . 

注 记 当 (0) 可 分 解 时 , 引 理 6 表明 丽 的 零 因 子 集合 为 属于 
(0) 的 所 有 素 理想 之 并 ,而 尽 的 千 零 元 集 含 ( 即 五 的 小 根 WK(07)) 
则 为 属于 (0) 的 所 有 素 理想 之 交 ， 

例如 对 于 忆 =Z/12Z,， (0)=(3)n(4) 是 堆 理 想 的 准 素 分 
解 式 . 属 于 (0) 的 两 个 素 理想 是 (3 ) 和 (2 )。 于 是 环 已 的 零 因 子 
合 为 (3)m(C2)=(0,，6)}， 

现在 谈 局 部 化 过 程 中 准 素 理 想 的 性 状 . 

定理 2 设 &S 为 环 尺 的 乘法 集 ,9 为 妨 中 的 ?p- 准 素 理想 ， 
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(1) 车 Sm 则 SS719= 人 下， 

(2) 项 Sm 一人, 则 3719 是 3 瑟 中 的 3 中- 准 素 理 想 , 并 
且 (3 9 六 9. 

(3) 在 理想 的 扩张 映射 和 限制 申 射 之 下 ， 集 合 2={BR 中 准 
素 理想 qlY9AnS= 纪 } 和 集合 妃 =13-!RR 中 难 素 理想 } 之 间 是 保 
序 一 一 对 应 的 ， 


证 明 (1) 令 sE3Smnp, 则 有 nm>1 使 得 o"ESm9q， 于 是 < 


I 
耳 


ES-1q 并 且 -二 ES-IR, 从 而 二 = 本 二 ES-9， 即 3 一 
S-!R， 
(2)》 如 果 SPnp= 弛 , 则 由 sES,asEd 可 推出 6E9( 这 是 因 


为 s 和 bp)。 根据 第 三 章 定 理 1, 可 知 9%*= [|(q:s)=9. 进而 ， 


3 和 人 


W 和 = = 3- YY 可 = 8-p， 这 是 3-:R 中 的 素 理想 ， 然 
后 证 明 S-:9 为 3-9p- 准 束 理 想 即 可 (- 生 . 志 -E83-19， 全 39 
apeEaq， ag9-5EH 人 这 ES-1 p ). 


(3 注意 到 S :3 中 理想 均 可 表示 成 形式 8 ia， 其 中 0 为 已 
中 理想 , 则 由 (1) 和 (2) 即 可 证 得 (3). | 


定理 3 设 8 为 环 有 的 乘法 集 ，o= 人 q, 为 理想 的 极 小 准 
证 


素 分 解 式 ， pi 一 TAq 又 设 
人 站 pp 一 何 (1 雪 和 安 1 ,Smnbps 攻 (二 1 生生 2)， 
则 
GD) S-ia= 人 Sr- 是 -ia 的 极 小 准 素 分 解 式 . 


1 
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(2) oa 一 (8710) = 们 9, 是 %… 的 极 小 准 素 分 解 式 ， 


.证明 由 定 理 2 可 知 Sria 王 捷 Sr-19, 一 门 s-'9,, 并 且 S-19， 
让 让 


是 》 -中 ,- 准 素 理想 . 由 于 mm (sism) 两 两 不 同 ， 从 而 Si 
(sis 和 名 ) 也 两 两 不 同 ， 再 由 定理 2 中 所 述 集 合 C 与 召 之 间 的 保 


序 一 一 对 应 , 即 可 知 们 8-:9 是 Sr 的 极 小 准 素 分 解 式 ， 由 (1) 
1 


得 到 = 们 (08-19q0)"= 门 9。 这 显然 是 极 小 准 素 分 解 式 . | 
斌 | 一 上 


注 记 这 是 一 条 很 有 用 的 定理 ， 形 象 地 说 ， 选 取 适 当 的 乘法 
集 3 ,从 a 到 0 我 们 可 以 “ 杀 掉 ”oa 的 一 部 分 准 素 分 支 ， 下面 是 
这 种 原则 的 一 个 应 用 . 


定义 设 " 是 可 分 解 理想 。 属 于 。 的 一 部 分 素 理想 组 成 的 集 
合 王 叫 作 是 弧 立 集合 ,是 指 :如 果 P 是 属于 。 的 素 理想 并 且 PSP 
E 之 , 则 PE 二 . 

例如 ， 若 mn …， p 均 是 属于 a 的 孤立 素 理想 ， 则 了 = (pl， 
就 是 一 个 弧 立 集合 . 

设 卫 是 属于 a 的 一 个 素 理想 孤立 集合 ， 则 3 一 一 局 ?是 如 

让 E 


的 乘法 集 ， 并 且 对 于 属于 的 每 个 素 理想 P' ,如 果 P'E 卫 ,必然 好 
站 8S= 人 反之 车 mnS= 纪 , 则 六 三 Lp。 从 而 存在 pE 卫 使 得 
PE 二 


HEp。 由 于 于 是 孤立 集合 , 因此 彤 =PE 三 . 这 些 事实 可 用 来 证 
了 明 
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定理 4 (第 二 唯一 性 定理 ) 设 a= 们 9 为 极 小 准 素 分 解 式 ， 
一 | 
中; 一 ] 9 . 之 一 (hi， ee ,bin} 是 属于 Q 的 一 个 素 理 想 扳 立 集合 ， 
则 人 站 9， 是 由 a 和 习 所 决定 的 ,与 极 小 准 素 分 解 式 无 关 ， 


证 明 取 S= 必 一 (PPU' Up)。 由 定理 4 前 面 所 述 的 事 
实 和 定理 3 ,可 知 0 一 (8 -10 一 qn 人 9。 由 于 3S-! 只 依赖 


于 王 , 从 而 和 门 9, 只 依赖 于 a 和 了 .| 
天 一 


系 设 六 为 属于 的 孤立 素 理想 , 则 它 所 对 应 的 孤立 准 素 分 
支 4 是 由 a 和 六 所 决定 的 。 特 别 地 ,每 个 可 分 解 理 想 a 的 全 体 扳 
工 准 素 分 支 所 组 成 的 集合 是 由 0 所 办 一 决定 的 . 

证 明 在 定理 4 中 取 王 ={bjy 即 可 

例如 在 前 面 的 例 6 中 , 理想 (*?,*y) 有 两 个 不 同 的 极 小 准 素 
分 解 式 : (2z)m zy) 和 (2)(z2,y)。 其 中 亦 入 准 素 分 支 可 以 
不 同 ，(z，y)ssGzy)。 但 是 孤立 准 素 分 支 均 为 (>)， 


习 题 

1,， 在 多 项 式 环 Z[x] 中 ,和 = (2,z) 是 极 大 理想 ,9= (4,z) 为 呈 - 淮 素 理 
想 ,但 9 不 是 素 理想 的 寡 ， 

2. 设 忆 为 域 , 玉 一 REz yy,z]。 求 证 

(1) 中 一 (zy) 和 一 (xz) 均 为 尽 的 素 理 想 , m 一 (z,y,z) 是 已 的 极 大 
理想 

(2) 令 a=pip:。 则 a 王 久 和 pmm* 为 理想 a 的 极 小 准 素 分 解 式 ， 试 问 
记 于 。 的 极 小 素 理想 和 绒 和 人 素 理想 都 有 哪些 ? 

3， (1 令 忌 =ZL7,yY]。 求 证 对 所 有 刘 J2P1 (zy 是 (7,yY)- 准 素 理 

《2) 给 出 五 中 理想 0= (好 zy,2) 的 一 个 极 小 准 素 分 解 式 。 并 求 出 属于 
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” 的 全 部 素 理 想 。 由 此 决定 a 

4. 设 开 为 域 。 给 出 环 碟 z, 人 中 理想 (z*, xy) 的 三 个 不 同 的 极 小 准 素 分 
解 式 ， 

5. 人 役 a 为 环 六 的 可 分 解 理想 。 如 果 = Ia， 则 属于 的 每 个 素 理想 
均 是 孤立 的 。 

6. 设 a 为 环 五 的 理想 ,afz]= {a 十 wz 十 二 axslaiEay。 求 证 ， 

(GD a[o] 是 a 到 环 玉 Fz] 中 的 扩张 理想 (对 于 环 同 态 了 :RPRTz], ar 
C)， 

(2) pESpec 玉 仿 pLY]ESpec 五 Lz]。 

(3) 9 为 召 中 的 P- 准 素 理想 仿 q[z] 为 R[x] 中 的 p[z]- 准 素 理想 。[ 提 
示 : 利用 8$1.3 习题 9.] 


(9 a= 从 9, 为 玉 中 的 极 小 准 素 分 解 式 号 a[z]= 全 qi[a] 为 BCz3 中 的 


极 小 准 素 分 解 式 . 

(5) p 为 属于 a 的 极 小 素 理 想 仿 P[z] 为 属于 afx] 的 极 小 素 理想 。 

7. 设 天 为 域 , 尽 =REz wo]. 则 对 于 每 个 !(1< 委 mo) ,pp 一 (7 
2i) 均 是 玉 的 素 理想 , 并且 p, 的 寡 均 是 尽 的 准 素 理 想 。[ 提 示 :， 利 用 习题 6.】 

8. 设 瓦 为 环 ,对 aE 疏 , 令 P(a) 一 作 ESpec 玉 1 二 (0: aa) DR) 一 全 
Spec 五 | 存在 sE 妊 使 得 ?为 集合 已 (ao) 的 极 小 元 }。 求证， z 为 忆 的 零 因 子 
所 仿 存 在 PED(BR) 使 得 wxEhp。 

9. 设 S 是 环 下 的 乘法 集 。 对 于 pESpecR,pmS= 节 ,将 等 同 于 3 
ESpec(S-'R)。 由 此 将 Spec (S”: 已 ) 看 成 是 Spec 已 的 子 集 (参见 83.1 定 
理 1(6))， 求 证 

(1) 站 (3S-: 忆 ) 一 厂 ( 尼 ) Spec(S-:)CD(B) 的 定义 匈 习 题 8) . 

(2) 如 果 尽 中 零 理 想 (0) 是 可 分 解 的 , 则 厂 ( 忍 ) 俭 好 是 属于 (0) 的 素 理想 
全 体 . 

10. 对 于 pESpec 有 ,以 Sb(0) 表 示 同 态 产 R->Rp,ara/i 的 核 。 求 证 ， 

(1 Spbp(0) 三 p。 

(2) 1 Sp(0) =pbkG->p 是 环 尺 的 极 小 素 理想 。 

(3) pb ,PE Spec 尺 ,p 演 pb 雪 8p(0) 拓 Sp (0)。 
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as 


(8 人 Si(0)=(0)， 其 中 万 (好 ) 的 定义 见习 题 8. 
所 


(5) 如 果 了 为 五 的 极 小 素 理想 ， 则 8Sp(0) 是 最 小 的 P- 准 素 理 想 。 

(6) 令 a= 人 Sp(0)， 其 中 p 过 玉 的 全 部 极 小 素 理 想 。 求证 a 三 人 (BR) 
《〈 忆 的 小 根 ). 

(7) 设 忌 的 霍 理 想 (0) 是 可 分 解 的 。 求 证 ,(6) 中 定义 的 理想 a=(0) 拓 > 
属于 (0) 的 每 个 素 理想 均 是 孤立 的 。 

11. 设 S 是 环 玉 的 乘法 集 ， 对 于 五 的 理想 0, 令 3S(o)=0 = 一 (3 0) 
叫 作 是 a 对 于 S 的 饱和 化 ， 求 证 ， 

(1) Sa)nS(CD) 一 SCanb)。 

(2) SCON(Co 3》=NCSCa))， 

(3) Sa)=R<>anS 二 所 。 

(4 设 S83: 均 为 忆 的 乘法 集 ， 则 3803:(a)) 一 (93.)(a)， 其 中 38， 
一 {sistlstESs EN 

《5) 如 果 理 想 a 是 可 分 解 的 ,求证 集合 1S(a)1 3 为 玉 的 雏 法 集 } 是 有 限 


12. 设 PESpec,S= 玉 一 pp。 定义 Po 一 SG") (右边 记号 见 1 题 )， 


(1) Po 为 p- 准 素 理 想 。 

(2) 著 p" 可 分 解 , 则 po" 是 b" 的 p- 准 素 分 支 。 

(3) 若 pC"p") 是 可 分 解 理想 , 则 p(" +” 是 它 的 p- 准 素 分 支 。 

(4) Ph) = 一 bp" 是 ?- 准 素 理想 。 

13， 设 环 五 中 理想 a 是 可 分 解 的 ,p 为 理想 集合 {(a:z)1zER 一 0) 中 的 
极 大 元 。 求 证 P 是 属于 a 的 素 理 想 . 

14. 设 3 为 环 刃 的 萎 法 集 。 如 果 吾 中 每 个 理想 均 可 分 解 ， 则 环 3 :五 中 
每 个 理想 也 均 可 分 解 。 


S$ 4.2 Noether 模 和 Noether 环 
我 们 在 上 节 讲 述 了 理想 准 素 分 解 的 一 些 特性 .现在 我 们 来 介 


绍 Noether 环 . 在 这 类 环 中 , 每 个 理想 均 是 可 分 解 的 , 从 而 上 节 的 
全 部 结果 对 于 这 类 环 中 的 理想 都 适用 . 我 们 从 更 一 般 的 情形 
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Noether 模 谈 起 ， 

定义 ”已 - 模 殉 叫 作 是 Noether 模 , 是 指 的 每 个 六 车 模 
都 是 有 限 生 成 的 . 

下 面 是 它 的 几 个 等 价 条 件 ， 

定理 5 以 王 表 示 尺 - 模 1 的 全 部 巡 - 子 模 所 组 成 的 集合 ， 
则 下 列 三 条 件 彼 此 等 价 ， 

(1) M 是 Noether 已 - 模 ; 

(2) 〈 升 链条 件 ) 之 中 的 升 链 都 是 稳定 的 ,也 就 是 说 ,如 果 

NIGENE.…EN,E.…. () 

是 歼 的 子 模 升 链 , 则 存在 %, 使 得 = 六 tri 一 … 

(3) 〈 极 大 条 件 ) 卫 的 每 个 非 空子 集 ( 对 于 包含 关系 ) 均 有 极 
大 元 . 


证 明 (1) 之 (2) ， 对 于 子 横 升 链 (DT) , 易 证 六 = | j 六 ,也 是 M 
一 1 
的 子 模 , 从 而 应 当 是 有 限 生 成 的 ， 设 Y = 尽 zi + .… + 忆 z5 则 zi;E 
和 = Uv， 从 而 有 2 使 得 ziE 六 ,，(1 和 ii 委 s)， 取 20 一 Max 
攻 一 开 


{2 20, 则 zzENCI<i<s).、 于 是 ENETNNE:…， 
三 方 .从 而 六 一 六 ri 一 …'。 

(2) 沁 (3) , 用 反 证 法 . 如 果 三 的 非 空 子 集合 王 / 没有 极 大 元 ， 
九 对 于 NiE', 必 有 NaEz3(/ 使 得 NICN:。 类 似 地 又 有 NasE 
' 使 得 WiCNs。 如 此 继续 下 去 ,我 们 就 构 作 出 一 个 不 稳定 的 子 
模 严 格 升 链 NICNCNaC'…CNC…. 这 与 升 链条 件 相 了 矛 
盾 . 

(3) 字 (1): 设 已 是 灭 的 子 模 , 定 义 集 合 

卫 '=-( 忆 的 子 模 六 1XN 是 有 限 生成 卫 - 模 }. 

则 互 '“ 非 空 (因为 (0)E 瑟 0). 于 是 王 ' 有 极 大 元 X。 如 果 NCP， 
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则 有 >*EP-N. 那 未 和 :六 +Rw 也 是 有 限 生 成 鼠 - 模 ,并 且 为 
书 的 子 模 , 从 而 NEE .但 是 显然 六 /也 N ,这 就 与 N 的 极 大 性 
了 矛盾 .所 以 六 = 已 . 即 已 是 有 限 生成 忌 - 模 。 这 就 表明 戏 的 每 
个 子 横 都 是 有 限 生 成 的 , 即 戏 是 Noether 瓦 - 模 . 生 


现在 我 们 举 一 些 例子 

例 1 有 限 生 成 Abel 群 是 Noether Z- 模 ， 更 一 般 了 地 ， 由 第 
二 章 所 讲 的 主 理想 整 环 上 有 限 生 成 横 的 结构 定理 不 难看 出 ， 主 理 
想 整 环 已 上 的 模 是 Noether 模 和 >2 是 有 限 生 成 忌 - 模 。 特 
别 地 ， 每 个 主 理想 整 环 五 均 是 Noether 五 - 模 . 

注 记 对 于 任意 的 环 尺 , 有 限 生 成 下- 模 劲 不 一 定 是 Noether 
模 。 因 为 对 的 子 模 不 一 定 有 限 生 成 .例如 取 尽 王 R [zl …，zn， 
…'] ( 域 上 无 穷 多 个 文字 2 … Za， … 的 多 项 式 环 ). 则 
吾 一 羽 .1 为 一 元 生成 的 玉 - 模 .但 是 理想 (zi,zz，…,zYn) 作 
为 五 - 模 不 是 有 限 生 成 的 . 

例 2 设 2 为 固定 的 素数 ,G={zEQ/ZjzrcEQ, 存在 ?21， 
使 得 六 zEZ}， 即 G 是 Q/Z 中 阶 为 素数 2 的 方 寡 的 全 部 元 素 组 


工 
多 " 
是 G 的 2D?* 阶 子 群 ， 并且 GICGICO2C…CGC 于 是 G 不 


成 的 集合 这 是 加 法 Abel 群 ， 对 于 每 个 % 盖 0,G:= 


Z/Z 


为 Noether Z- 模 (或 者 由 G = [| 9, 本 身 不 是 有 限 生 成 的 ,也 可 
RDPT 
知道 CG 不 是 NoetherZ- 模 。 】 
为 了 得 到 Noether 模 更 多 的 例子 ,我们 需要 研究 这 种 模 的 一 


些 基 本 性 质 . 
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引 理 7 设 0->a21/ MAWN-0 是 羽 - 模 短 正 合 序列 , 则 ， 
df 为 Noether 忆 - 模 人 > 邓 7 和 开 / 均 是 Noether 尺 - 模 . 

证 明 福 : 设 WiSEYI… 三 WaSE… 是 于 的 子 模 升 链 ， 则 
c(NDSa(Ni)E…SaCNS 是 开 的 子 模 升 链 ， 如 果 于 
为 Noether 模 , 则 后 一 升 链 是 稳定 的 . 由 于 ec 为 单 同 态 , 从 而 前 一 
升 链 也 是 稳定 的 ， (ca( 六 =a(CNenD 冯 Nas=Nar)。 于 是 型 为 
Noether 模 . 

设 WISEW35E SENSE 是 开 0 的 子 模 升 链 , 则 CND) 
SpONiSE SOCVYOS… 是 开 的 子 模 升 链 。 内 于 为 
满 同 态 可 知 6(6-ICN)) 一 Wi， 从 而 苦 后 一 升 链 是 稳定 的 可 推出 
前 一 升 链 也 是 稳定 的 . 于 是 由 开 为 Noether 横 可 得 出 形 ” 为 
Noether 模 的 结论 

乓 : 为 了 符号 简单 ， 我 们 不 妨 设 到 "为 于 的 子 模 , 而 c 为 包 
含有 喘 射 , 对 7= /8 而 是 标准 满 同 态 ， 假 设 2 和 开 ” 均 为 
Noether 横 。 对 于 4 的 子 模 升 链 NIGN SEN 三 … ， 则 
xDEarNa)E ESEaTIOV 三 ， 和 PCONi 三 
8(N)E.… 分 别 是 歼 / 和 .中 的 子 模 升 链 .在 我 们 上 述 规定 下 ， 
ca-ICND)=Nina ,6(ND)= 六 (CN 在 2/HN'= 于 中 的 标准 同 
态 象 )。 由 于 后 两 个 升 链 是 稳定 的 ,从 而 有 ”>>1 使 得 

NM = 人 = 一 和 


ho 0 一 


但 是 由 模 的 同 态 埠 本 定理 , 玖 一 we 二 方 = (mm> 了 1 


于 是 我 们 有 N = Ni=，……。 这 就 表明 开 是 Noether 模 . | 


系 1 车 Mi(1<ism) 均 为 眉 - 模 , 则 , @ 昌 ,为 Noether- 
模 人 ->J,(1 和 i 和 2) 均 为 Noether 已 - 模 . 
证 明 ”将 引 理 7 用 于 正 合 序列 0 一 2 ,一 中 ar 国 2r -0 
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然后 对 奔 归 纳 即 可 . 

系 2 若 2 是 Noether 羽 - 模 , 则 到 的 每 个 子 模 和 商 模 也 均 是 
Noether 模 

证 明 ”将 引 理 7 用 于 正 合 序列 0 一 1 一 2 一 0. 下 


定义 ”如 果 环 忌 是 Noether 五 - 模 ， 我 们 便 称 尽 为 Noether 

环 , 
根据 定理 5, 可 知 环 玉 是 Nocther 环 , 当 且 仅 当下 面 三 个 等 价 
条 件 的 任何 一 个 成 立 的 时 候 : 

\1) 至 的 每 个 理想 均 是 有 限 生 成 的 ; 

〈2) 五 中 理想 升 链 必 是 稳定 的 

《3) 五 的 一 个 理想 集 含 如 果 非 空 , 则 必 有 极 大 元 . 

例 3 每 个 域 均 是 Noether 环 ,因为 域 玉 只 有 两 个 理想 , 古 = 
《1 和 (0). 每 个 主 理想 环 怀 均 是 Noether 环 ， 因为 刁 中 理想 
均 是 一 元 生成 的 . 特别 地 ,Z,Z/nZ(2z1),R[z] (R 为 域 ) 均 为 
Noether 环 。 当然 ,每 个 有 限 环 均 是 Noether 环 . 

例 4 例 1 后面 的 注 记 表明 玉 一 RELziyzz za]( 开 为 
域 ) 不 是 Noether 环 。 但 是 已 为 整 环 , 它 的 商 域 玉 是 Noether 环 
〈 例 3) ,而 尽 为 及 的 子 环 . 这 例子 表明 ,一 个 Noether 环 的 子 环 不 
必 为 Noether 环 ( 这 与 Noether 模 的 情形 不 同 ， 为 什么 会 有 此 差 
别 ?)。 但 是 另 一 方面 我 们 有 


引 理 8 Noether 环 的 商 环 必然 是 Noether 环 ， 

证 明 设 尽 为 Noether 环 , 则 它 是 Noether 尽 - 模 ， 对 于 瓦 的 
每 个 理想 4， 由 引 理 7 的 系 2 可 知 鼠 /a 为 Noether 瓦 - 模 . 但 是 
由 于 好 /a 看 作为 五 - 模 和 看 作为 忆 /a- 模 ,其 结构 是 一 样 的 。 比 
如 说 ,好 /a 的 一 个 刀子 模 和 一 个 怪 /a- 子 模 是 一 回 事 ， 因 此 忌 1a 
也 为 Noether 下 /a- 模 , 邮 下 /au 是 Noether 环 | 
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引 理 9 设 丸 为 Noether 环 ， 型 为 有 限 生 成 立 - 模 , 则 到 为 
Noether 玉 - 模 ， 

证 明 由 假设 知 末 为 瓦 " 〈 对 某 个 2 关 1) 的 商 模 . 由 于 忌 
是 Noether 环 ,从 而 尽 为 Noether 已 - 模 。 由 此 知 玉 " 也 是 Noe- 
ther 玉 - 模 ( 引 理 7 的 系 1) .于 是 其 商 模 民 也 是 Noether 已- 模 ( 引 
理 7 的 系 2). 

注 记 例 1 后面 的 注 记 表明 ,如 果 怒 不 是 Noether 环 ， 则 引 
理 9 不 再 成 立 ， 

系 设 4 为 环 下 的 子 环 ,并 且 4 是 Noether 环 。 如果 互 是 有 
限 生 成 4- 模 , 则 妃 也 是 Noether 环 . 

证 明 由 引 理 9 知道 妃 为 Noether 4- 模 ,从 而 更 是 Noether 
五 - 横 ， 即 互 为 Noether 环 。 

例 5 环 Z[VY 一 10] ={a+byY 一 10la，bEZ}=Z 由 了 Z 
Y 一 10 为 有 限 生 成 Z- 模 ,从 而 由 上 面 的 系 可 知 这 是 Noether 环 ， 


下 一 个 引 理 表明 算 子 S-! 保持 环 的 Noether 特性 . 

引 理 10 设 3 是 环 尽 的 乘法 集 ， 如 果 五 是 Noether 环 ， 则 
S-I 尺 也 是 Noether 环 ， 

证 明 ”我 们 从 第 三 章 知 道 ,S : 怀 中 每 个 理想 均 有 形式 S ia， 
其 中 为 玉 的 理想 ， 如 果 是 Noether 环 , 则 a 是 有 限 生 成 理想 ， 
上 0a= 玉 Ti 十 必 。 于 是 SIa= 王 SRR2I 二 二 
从 而 3 于 中 每 个 理想 均 是 有 限 生 成 的 .这 表明 3 一 玉 是 Noet- 
her 环 ， 轩 


下 面 定理 对 于 代数 几何 是 很 基本 的 . 
定理 6(Hilbert 基 定 理 ) 如 果 丸 是 Noether 环 , 则 多 项 式 环 
收 xl dz Yo] (1) 也 是 Noether 环 。 


证 明 设 a 是 好 [zx] 的 理想 .考虑 集合 
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T={aERI| 存 在 jz)Ea 使 得 jz) 的 首 项 系数 是 4)}。 
易 知 了 为 的 理想 ,从 而 是 有 限 生 成 的 ,了 = 有 ai+ … 十 尼 a。 于 
是 对 每 个 qi, 均 有 廊 (z) En 使 得 fiz) 王 aiz7+ cz。 (1 入 
issa)。 记 一 maxfri oryzn. 令 0 为 万 : 记 在 忌 [z] 中 
生成 的 理想 , 则 a'Sa。 现在 对 每 个 多 项 式 TUz) 王 az "+ 6Eo， 


有 acE7T。 于 是 = >，tuab2iE 尼 ， 如 果 勾 关 7)， 则 
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jz)= 丰 (z) 一 olifCz)ZmTEay 
1 一 1 


CezJzn-rcan， 
Ye1 


并 且 deg 太 (z) 扫 和 ,如 果 deg 户 (z) 仍 然 大 于 7, 则 再 如 此 继续 作 
下 去 从 而 我 们 总 可 以 求 得 多 项 式 1(z)Ea， 使 得 了 (z)= 
g(T)+HCZ) ,而 degg(z)<7r. 令 天 = 玉 四 BRx 的 … 四 Rz ，, 则 
gz)Ea 门 妈 ， 于 是 我 们 证 明了 
aa 一 (a 站 她)+a 《1) 
但 是 允 为 有 限 生 成 尽 - 模 ,而 妨 为 Noether 环 , 从 而 开 为 Noether 
巡 - 模 ( 引 理 9)。 于 是 它 的 子 模 0 型 是 有 限 生 成 五 - 模 . 令 an 
民 =REgI+ 十 瑟 gw， 则 由 (1) 式 可 知 
0 一 及 CEI 二 十 下 go 有 [2 帮 上 下 [zj 三 展 FEz]gl 十 
二 下 [CLy]jgn+ 瑟 Cz] 六 + 二 天 LEy]j Sa。 
从 而 a 是 &Lz] 中 由 (gg 0 生成 的 理想 因此 
天 [zy] 为 Noether 环 。 
再 用 数学 归纳 法 可 知 玉 Lx，……, zs] 为 Noether 环 .| 
例 6 由 定理 6 可 知 , 若 有 为 域 , 则 玉 [Lzi，……，zoj 为 Noe- 
ther 环 。 在 代数 几何 中 我 们 主要 使 用 这 个 Noether 环 ， 此 外 ， 
ZLzi ziZA2ZLZI 0 等 也 均 是 Noether 环 ， 
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以 于 我 们 给 出 构 作 Noether 环 的 许多 方法 ， 现 在 我 们 的 县 标 
是 要 证 明 Noether 环 中 每 个 理想 均 是 可 分 解 的 , 即 均 有 极 小 维 素 
分 解 式 ， 

定义 ” 环 丸 中 理想 a 叫 作 是 不 可 约 的 ， 是 指 : 如 果 a=bme 
(两 个 理想 之 交 ) , 则 a=5b 或 者 0= 上 。 

否则 ,如 果 存 在 b 和 使 得 a=b (两 个 理想 之 交 )， 并 且 
acCbaCce, 则 称 a 是 可 约 的 . 

引 理 11 Noether 环 五 中 每 个 理想 均 是 有 限 个 不 可 约 理想 
之 交 . 

证 明 ”如果 五 中 存在 着 理想 不 能 表 成 有 限 个 不 可 约 理想 之 
交 , 则 这 样 的 理想 组 成 的 集合 之 就 是 非 空 的 .从 而 有 极 大 元 0o, 显 
然 a 必然 可 约 . 从 而 a=bnc'aCb,acCce。 由 于 9 的 极 大 性 可 知 
bc 年 王 ,从 而 均 可 表 成 有 限 个 不 可 约 理想 之 交 :， 5 一 和 人 站 Ph， 
一 9 人 人 9 (pi 9 均 不 可 约 )。 于 是 Q=b 人 一 由 人 人 pn 
所 9 人 让 9。 也 是 有 限 个 不 可 约 理想 之 交 ,这 就 与 aEZ 盾 ， 
从 而 引 理 11 必然 成 立 .【 

引 理 12 ”Noether 环 环 中 的 不 可 约 理想 必 为 蕉 素 理 想 . 

证 明 设 a 是 五 中 的 不 可 约 理 想 ， 由 于 巡 中 包含 a 的 理想 8 
和 五/a 中 的 理想 8 一 by/a 之 间 保 序 一 一 对 应 ,可 知 (0) 为 至 /a 中 
的 不 可 约 理想 .并 且 由 于 5 为 丸 中 准 素 理想 (8 三 a) 导 > 为 好 /0 
中 准 素 理 想 ， 从 而 只 需 对 a= (0) 的 情形 证 明 引 理 12 即 可 . 即 , 若 
《0) 为 怀 中 不 可 约 理想 ,我 们 来 证 明 (0) 准 素 . 设 yz,yE 玉 zy 三 0， 
ys0. 考虑 九 中 理想 升 链 ， 

Ann(z)SAnn(Cz2)S .二 Ann(Cz) 握 。， 
由 于 玫 是 Noether 环 ， 从 而 有 ”全 1 使 得 Ann (cz 一 Ann (zt+I) 
三 …:。 我们 有 (z") 人 (GyY) 一 (0)， 这 是 由 于 :如 果 aeE(z")PGy)， 
则 ayE(zy) 王 (0), 于 是 az 一 0, 又 aa 一 bzxCbGE). 从 而 bz?+l 一 
ay 一 0。 于 是 pE Ann(xntD 一 Ann(zn)。 从 而 ae=pz" 一 060。 这 


e。 TI7。 


ea 


就 支 明 (zoomty) -=(00)， 但 已 假定 (0) 不 可 约 ， 而 (y) 二 (0)， 从 
而 必然 (z")=(0)。 即 “ 一 0。 这 又 表明 (0) 是 准 素 的 . 攻 

由 引 理 11 和 引 理 12 立刻 得 出 : 

定理 了 Noether 环 中 每 个 理想 均 是 可 分 解 的 . 即 均 有 【《 极 
小 ) 准 素 分 解 式 , 上 


本 池 最 后 我 们 再 证 明 Noether 环 的 一 些 特殊 性 质 . 

引 理 13 在 Noether 环 忆 中 ,每 个 理想 a 均 包含 W a 的 某 个 
才 . 

证 明 设 mi…;,zx 生 成 理想 Y a , 则 有 zi>>1, 使 得 xfEna 
(1<is<sR). 令 =m+…+， 则 (Wayn” 是 由 元 素 {1zf 
z 双 7 + 十 从 一 久生 成 的 ， 当 着: 十 一 纹 了 时 至 少 有 一 
个 ru。 从 而 xf xiEa。 这 就 表明 (Woa)”Sa. | 

注 记 车 玉 不 是 Noether 环 , 则 引 理 1 不 再 成 立 . 例 鼠 一 
[zz 一 (zy 03 则 Wo 一 (zi 
za )。 从 而 0 不 包含 Ya 的 任何 寡 ， 

在 引 理 13 中 取 a=(0) , 即 知 

系 ，Noether 环 的 小 根 W(0) (全 部 寡 零 元 组 成 的 理想 ) 是 医 
堆 理 想 ( 即 有 和 m， 使 (X00))" 一 (0)). | 


引 理 14 设 是 Noether 环 尽 中 的 极 大 理想 ，9 为 尽 的 
理想 . 则 下 面 三 条 件 彼此 等 价 . 

(1 9 为 几 - 准 素 理 想 ; 

(2) Y 9 =mi 

(3) 存在 "1 使 得 m"SqSm， 

证 明 (1 他 (2) 显 然 。(2) 信 (1) 由 引 理 2,， (2) 仿 (3) 由 引 悍 
13，(3) 福 (2) 由 meSqSsm 取 根 得 到 mEY9qSEm, 即 9=m 严 。 
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引 理 15 设 % 是 Noether 环 下 中 的 真理 想 ， 则 :属于 。 的 素 
理想 全 体 ={pbESpec 玉 | 有 >E 玉 使 得 0 一 (a:z)}。 
证 明 象 引 理 12 的 证 明 那 样 ,通过 转 人 商 环 妨 /a, 我 们 可 以 


一 开始 就 设 a= (0). 令 (0) = 站 9 为 极 小 准 素 分 解 式 ,p: 一 9 
= 
我 们 要 证 明 :{(pl，…… ,b+= 人 (PESpec 玉 | 存在 ywE 羽 使 得 一 Ann 
(oD) 令 n= 站 9ss(0D， 由 定理 工 的 证 明 可 知 对 0sszEu， 则 
;一 1 


有 ]J/ Ann(z) =H。 从 而 Ann(z)Sp;。 但 是 由 引 理 13 可 知 有 
zi31 使 得 bp 三 9， 于 是 aprSEomnpzso 站 9q= (0)， 即 m 
bp?=(0)。 设 普 是 使 pz= (0) 的 最 小 正 整数 〈 由 ai 关 (0) 可 知 
由 31)。 从 而 aipz-Es(0)， 于 是 存在 0SyEapp 1。 从 而 
pi= (0), 即 Ann(y) 三 np。 但 是 0 兰 yEoi。 从 而 将 y 看 成 前 面 的 
Z， 则 又 有 Ann(y)ESEP。 从 而 对 于 如 此 选取 的 yY， 我 们 有 Ann 
(yY) 一 jp 

反之 ,如 果 Ann(z)=pPESpec 瑟 ，xss0。 则 WAnnCz) 一 
由 定理 1 可 知 p 为 属于 (0) 的 素 理想 . | 


习 题 


1. 设 忆 不 是 Noether 环 , 卫 为 闻 中 不 是 有 限 生 成 的 理想 的 全 体 . 求 证 也 
有 有 极 大 元 ,并 且 每 个 极 大 元 均 是 素 理 想 . 上 提示， 设 a 为 中 极 犬 元 。 zyE 
?wyEa 如 果 x 生 a,y 生 as， 证 明 存 在 有 限 生成 理 想 osa， 使 得 ao 十 zx 忆 一 
ayz 妨 , a=ao 十 YY (a:z) 但 是 (a:z) 为 有 限 生 成 理想 。 从 而 a 也 为 有 限 生 
成 理想 ,这 就 导致 耶 盾 。]] 

2. 〈I. SCohen) 环 五 为 Noether 环 和 > 六 的 每 个 素 理 想 均 有 限 生 
成 

3. 设 a 为 环 五 的 不 可 约 理想 , 则 下 列 三 命题 披 此 等 价 ， 
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《1) a 为 准 素 理 起， 

(2) 对 于 刀 的 每 个 乘法 集 8 , 均 有 YE 使 得 (Sa) =(aiz). 

(3) 对 于 每 个 zE 玉 ,站 的 理想 升 链 (a:z)E(alz 皇 三 (a:y*) 三 …- 
是 稳定 的 . 

4. 车 五 [z] 为 Noether 环 ,试问 已 是 否 必 为 Noether 环 。 

5 如果 环 五 满足 以 下 两 条 件 ,求证 王 为 Noether 环 。 

(a) 对 每 个 和 EMax 玉 ,Bam 为 Noether 环 ; 

(2) 对 每 个 0 反 xER,fmEMaxRlzcemy 为 有 限 集 。 

[提示 ， 设 0 为 鼠 的 理想 , 0 地 (0)， 令 fm my={mEMax 玉 mn 三 
o}. 取 0 冯 zoEa 令 Im pmymib my 一 (mmEMaxRRlzoEm)。 
则 有 x,Ea 使 z, 后 (1 魏 J 委 9 由 于 Ri(<1<77) 为 Noether 环 , 从 而 
有 zi:……wiEa, 使 它们 在 已 m 中 的 象 生成 8ST'a (8 一 玉 一 miT<i<r)。 
令 go=(z 7Z). 证 明 对 于 每 个 mnEMax 尺 , as 和 0 在 Rnm 中 扩张 成 同一 
理想 ， 于 是 ae 一 ao 一 (ze 20)。]] 

6， 设 好 为 有 限 生 成 六- 横 。 则 : 纪 为 Noether 瑟 - 模 人 > 有 /Ann (3) 六 
Noether 环 ， 

7， 设 环 妖 中 每 个 极 大 理想 均 可 写成 刀 , 其 中 cERRc 一 c， 求 证 ， 

(1) 五 中 人 准 素 理 想必 为 极 大 理想 ， 

(2) 忌 为 Noether 环 。 [提示 :利用 习题 2。] 

8. 设 瑟 为 Noether 环 。pESpec 尺 一 Max 瓦 .9q 蒜 p， 并 且 9 为 b- 准 素 理 
想 。 求 证 有 理想 a,p2DaD29, 并 且 a 不 是 准 素 理想 。 

9. 设 刀 为 Noether 整 环 , (0) 六 PESpec 玉 。 求 证 P 二 p。 


10. 设 oas 为 环 及 的 理想 , 且 人 ai= (0)。 如 果 Ba (1<i<m) 


均 是 Noether 环 ,求证 中 也 是 Noether 环 。 
11. 设 c 为 域 柬 中 任意 元 素 。 求 证 (z:，xzy)=(z)mn(y 一 az，22) 是 
Noether 环 FLxy] 中 理想 (w ,zy) 的 极 小 准 素 分 解 式 。 


了 20。 


$ 4.5 Artin 模 和 Artin 环 


很 据 定 理 5,Noether 模 可 以 用 极 大 条 件 或 升 链条 件 来 定义 ， 
完全 对 偶 她 我 们 有 

引 至 16 设 丈 为 站- 模 , 则 下 面 两 条 件 等 价 ， 

(1) ( 降 链 条 件 ) 好 的 每 个 于 - 子 横 降 链 和 二 AN 二 … 卫 
,三 …' 都 是 稳定 的 , 即 存在 使 得 No= 六 ri= 

《2) 〈 极 小 条 件 )  z 的 一 个 子 模 集 合 如 果 非 空 , 则 必 有 极 小 
元 ， 

证 明 (1) 信 (2) , 象 定理 5 那样 用 反 证 法 . 
(2) 字 (1): 对 于 (1) 中 所 给 的 子 模 降 链 , 令 孔 ={Nz>>1)， 

由 应 当 有 极 小 元 。 设 极 小 元 为 太 。 则 太一 入 or 一 

定义 ”满足 引 理 16 中 降 链条 件 或 极 小 条 件 的 忌 - 模 叫 作 是 
Artin 尺 - 模 . 

注 记 ”我们 最 初 定 义 Noether 模 是 用 有 限 性 条 件 ( 即 每 个 子 
模 都 是 有 限 生 成 的 ) ，Artin 模 没 有 与 之 类 似 的 定义 方式 但是， 
凡是 用 升 链 条 件 或 者 极 大 条 件 得 出 的 Noethetr 环 的 性 质 , 均 应 当 
期 望 Artin 模 也 有 相应 的 性 质 .， 下面 就 是 其 中 的 一 些 . 

引 理 17 如 果 0 一 到 一 及 一 f 一 0 是 五 - 模 短 正 合 序列， 
则 ,2 为 Artin 羽 - 模 亿 > 有 和 开 " 均 为 Artin 瓦 - 模 ， 

证 明 仿照 引 理 7 的 证 明 ,但 是 将 升 链 改 为 降 链 .| 

系 1 设 Mi(I<i 和 人 ) 均 为 玉 - 模 ， 则 , 申 JJ 为 Artin 五 - 
模 全 >2iC1E<1i 和 0) 均 为 Artin 五 - 模 . 和 

系 2 Artin 忆 - 模 的 每 个 子 模 和 商 模 也 是 Artin 五 - 模 . | 


例 1 每 个 有 限 Abel 群 既是 NoetherZ- 模 也 是 ArtinZ- 
模 ， 每 个 域 玉 娓 是 Noether 玉 - 模 也 是 Artin 五 - 模 . 
例 2 Z 为 Noether Z- 模 但 不 为 Artin Z- 横 (考虑 降 链 
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(2 了 (2 了 了 (2) 卫 …)， 


工 
了 


例 3 S4.2 中 例 2 的 Abel 群 G= [josGs=- 上 去 Z/Z 不 是 
NoetherZ- 横 。 但 它 是 Artin Z- 模 因为 不 难 证 明 ，G 的 真子 
群 必 为 有 限 群 。 从 而 G 不 可 能 有 不 稳定 的 子 群 降 链 . 

例 4 下 一 RLZI (CR 为 域 ) 既 不 是 Noether 忆 - 
模 , 也 不 是 Artin 尼 - 模 (考虑 降 链 (z0) 忆 (z3) 避 …(z9)… 


一 个 五 - 模 到 如 果 同 时 是 Noether 羽 - 模 和 Artin 下 - 模 , 则 
有 一 个 重要 的 性 质 , 允 有 组 成 列 ， 

定义 设 开 为 五 - 模 , 玫 关 (0)。 如果 开除 了 (0) 和 玉 本 身 
之 外 没有 别 的 子 模 ,我 们 称 好 为 单 尺 - 模 ， 

例如 ,每 个 素数 阶 循 群 均 是 单 Z- 模 ; 主 理想 整 环 刀 如 果 不 
是 域 , 则 忆 上 的 模 2 为 单 模 和 -> 开 同 构 于 循环 尺 - 模 尽 /(a) ,其 
中 4 为 玉 的 素 元 : 域 玉 上 的 向 量 空间 子 为 单 玉 - 模 和 > dimxy7 = 
1， 

定义 设 玉 为 刀 - 模 。 开 = 有 开 了 了 有 也: 了 了 =(0) 为 形 
的 有 限 个 子 模 形 成 的 严格 递 降 子 模 链 〈 以 政 开 头 以 (0) 结 尾 )。 如 
果 MICLSI 和 w) 均 是 单 已 - 模 , 我 们 称 此 链 为 鼠 - 模 的 合成 
列 ， 而 ” 电 作 是 该 合成 列 的 长 度 。 


引 理 18 如 果 羽 - 模 2 有 合成 列 , 则 好 的 所 有 合成 列 均 有 
相同 的 长 度 , 并 且 歼 的 每 个 严格 递 降 子 模 链 均 可 艇 到 某 个 合成 列 
之 中 ( 即 可 在 链 的 某 些 位 置 上 适当 加 进 一 些 子 模 , 使 之 变 成 一 个 合 
成 列 ). 

证 明 以 75) 表示 模 开 所 有 合成 列 的 最 小 长 度 ( 由 于 及 
有 具有 合成 列 , 从 而 1 ) 为 非 负 整数 )， 我 们 先 证明 两 件 事情 ， 
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〈(A) 车 祥 为 下 的 忌 - 子 横 , 并 且 是 开 的 真子 模 〈 即 六 CD)， 
则 立 也 有 合成 列 ,并且 !CN)<1 EMN)。 这 是 因为 : 假如 开 = 好 0 
2 了 了 了 Mi 一 (0) 为 弄 的 合成 列 ， 令 和 N=NnU， 我 们 
有 自然 的 尽 - 横 单 同 态 -UV 人 一 ML( 作 自然 同 态 Yi- 一 
-UVM 共 核 为 -ina=Nnaana=Nn2= 六 iD)， 
于 是 N,-VN, 或 者 为 (0)( 即 Wi-I:= 人 D) ,或 者 同 构 于 单 模 
4i， 从 而 在 六 = NowNi 二 …Nico) 一 (0) 中 去 掉 重 复 项 之 
后 , 便 给 出 瓦 - 模 六 的 一 个 合成 列 ， 同 时 证 明了 ZY)<!( MD)， 如 


果 !()=1CM)， 则 必然 写 半 L 二 = 全 (Isis1C20). 由 此 和 


“初始 条 件 ?MWie = io=(0) 以 及 形 三 和 可 以 递归 地 得 到 
2 一 人 1 到 = 妈 =No= 和 N。 这 与 假设 矛盾. 于 是 
(CNW)<1(CM )， 

〈B) 2z 的 每 个 严格 递 降 子 模 链 歼 三 好 op 了 …' 了 NM =(0) 的 
长 度 丰 均 不 超过 1 1) .这 是 由 于 从 (A) 推 得 区 ( 开 )>!(MD)>…- 
>!( 到)=0. 于 是 RsL(CA)， 

现在 证 明 引 理 18: 设 妈 的 某 个 合成 列 长 度 为 ， 由 (B) 可 知 
Rs E)， 而 由 5 开 ) 的 极 小 性 即 知 一.MN)， 从 而 形 的 每 个 
合成 列 都 有 同样 的 长 度 .。 另 一 方面 ,对 于 4 的 每 个 子 模 链 好 = 
oD 玉 了 了 =(0)。 如 果 R<1 NM) , 则 它 不 为 合 成 列 . 
于 是 必 有 某 个 好 -V2 不 为 单 模 , 从 而 有 子 模 1 使 得 
到,-DD 形 站 到 将 开放 到 原来 子 模 链 中 ,长 度 增 加 1， 如 此 
继续 下 去 ,一 直到 长 度 为 ! 开 ), 则 它 必 为 合成 列 。 这 就 证 明了 引 
理 18. 

引 理 19 五 - 模 M 有 合成 列 全 > 了 同时 为 Noether 天 - 模 和 
Artin 已- 模 . 

证 明 六: 由 引 理 18 可 知 若 羽 - 模 有 合成 列 , 则 开 不 可 能 有 
无 限 严 格 升 或 严格 降 的 子 模 链 . 从 而 必 同 时 为 Noether 模 和 
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本 pe 全 和 交 Rsseapgeoigo 和 ee 


Artin 模 ， 

所 :不 妨 设 下 关 (0). 令 卫 ={ 到 的 子 模 YNsMJ， 由 于 
于 是 Noether 模 则 王 有 极 大 元 Wi。 于 是 杂 : 为 下 =1o 的 极 
大 真子 模 , 从 而 到 o/ 到 : 必 为 单 模 。 同样 地 , 若 至 i 关 (0), 则 型 : 
又 有 极 大 真子 模 M ,于 是 MU 。 为 单 模 。 由 此 可 得 到 开 王 2 
了 好 ID 了 … 和 了 MD 使 得 邓 -Vi, 均 为 单 模 ， 又 由 于 开 是 
Artin 模 , 从 而 必然 有 某 个 到 , 为 (0)。 于 是 到 = 开口 江 :2p2… 
忆 寻 =(0) 即 是 好 的 一 个 合成 列 . 上 


定义 ” 设 忌 - 模 开 有 合成 列 ， 由 引 理 18 知 到 的 所 有 合成 列 有 
公共 的 长 度 上 2 )。 我 们 将 1(M) 叫 作 是 模 内 的 长 度 ， 若 2 没 
有 合成 列 , 也 称 M 的 长 度 无 限 , 记 成 !( 了) = + oo， 

引 理 20 设 0M /号 NMN-0 为 玉 - 模 正 合 序 列 ， 则 
4 的 长 度 有 限 福 1' 和 到" 的 长 度 均 有 限 . 并 且 在 这 种 情形 
下 ,CD)=1 MO AI )， 

证 明 设 

弄 ' 王 政和 亲政 从 … 了 了 MI=(0)， (1) 
到“ 一 有 了 1 DMI 一 (0) (2) 
分 别 是 五/ 和 玖 ” 的 子 模 链 , 则 我 们 有 开 的 长 为 1+ 的 子 模 链 
及 王 -I( 碎 四 BT 人 BR 人 DR-IC0) 
0 
DaCM0D…Da(M0=(0). (3) 
并 且 
ah _D/a(MID)sMLVML (4) 
p-IMI_ DAM 人 MI AM 
如 果 好 和 开 " 有 一 个 是 长 度 无 限 的 , 则 1 和 有 至 少 有 一 个 可 任 
意 大 , 从 而 &+1 可 任意 大 。 于 是 1 也 是 长 度 无 限 的 .反之 ,车 开 4' 
和 7 长 度 均 有 限 ， 设 (1) 和 (2) 分 别 是 于 ' 和 形 " 的 合成 列 , 则 


。 了 24。 


由 于 (4) 式 可 知 (3) 为 M 的 含 成 列 ， 因 此 1 )=T+ 天 一 1 + 
20377)。 1 
系 “” 设 0 有 IDM 人 ->0 为 玉 - 模 正 合 序列 ,并 


且 MLsis 几 的 长 度 均 有 限 ， 则 于 (一 D2(C20) 一 0 
证 明 “ 系 中 的 正 合 序列 等 价 于 下 面 两 个 正 合 序 列 ， 
0->M_>ai(2)->0 和 0 一 去 -20 .> ->0. 


于 是 由 引 理 20 并 对 ?归纳 即 可 证 得 此 系 .| 


现在 我 们 痰 Artin 环 ， 基 定义 与 Noether 环 相仿 . 

定义 ” 环 玉 如 果 是 Artin 忌 - 柜 , 则 称 忆 为 Artin 环 。 
于 是 , 召 为 Artin 环 相 当 于 已 满足 如 下 两 个 等 价 条 件 之 一 : 
(1) 降 链 条 件 : 到 的 每 个 理想 降 链 都 是 稳定 的 

(2) 极 小 条 件 , 玉 的 一 个 理想 集合 如 果 非 空 , 则 必 有 极 小 元 ， 


例 1 有 限 环 和 域 都 脱 是 Noether 环 也 是 Artin 环 . 

例 2 已 =REz ze ](R 为 域 ) 既 不 是 Noether 环 也 
不 是 Artin 环 ， 

例 3 Z 为 Noether 环 ， 但 不 是 Artin 环 ， 

我 们 没有 给 出 第 四 种 可 能 性 的 例子 ， 事 实 上 ,不 久 我 们 将 要 
证 明 ( 定 理 8) ,每 个 Artin 环 都 必然 是 Noether 环 ! 

整 环 下 一 RLzb za 不 是 Artin 环 , 但 它 的 商 域 显 然 
为 Artin 环 。 因 此 ,一 个 Artin 环 的 子 环 不 一 定 为 Artin 环 ， 但 
是 与 Noether 环 一 样 ,我 们 有 

引 理 21 Artin 环 的 商 环 必 为 Artin 环 . 

证 明 仿照 引 理 8 的 证 明 , 

引 理 22 设 玉 为 Artin 环 ,M 为 有 限 生 成 玉 - 模 , 则 开 为 
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Artin 瑟 - 模 . 

证 明 仿照 引 理 9 的 证 明 . | 

双 设 4 为 环 妃 的 子 环 ,并 且 4 为 Artin 环 。 如 果 刀 是 有 限 
生成 4- 模 , 则 咏 为 Artin 环 . 捷 


Artin 环 的 以 下 两 个 特性 , 与 Noether 环 情形 很 不 一 样 

引 理 23 Artin 环 的 素 理 想必 是 极 大 理想 . 

证 明 设 pPESpec 瑟 而 忌 为 Artin 环 : 则 互 = 吾 /p 为 整 环 并 
且 如 也 为 Artin 环 ( 引 理 21)。 对 于 0SSzE, 由 降 链 条 件 可 知 有 
7? 使 得 (z) =(z 0) 于 是 刀 王 zyY( 对 某 个 yYEB)， 由 于 了 吾 
为 整 环 而 * 关 0, 从 而 1=*y。 这 表明 互 中 非 堆 元 素 均 是 正中 单 
位 ， 从 而 如 为 域 .于 是 ?为 极 大 理想 .】 

系 (〈1) Arttin 环 的 小 根 等 于 大 根 .。 

(2) Artin 整 环 必 为 域 . | 
引 理 24 Artin 环 忆 中 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 . 
证 明 不 妨 设 Rss(0)。 考虑 集合 
了 一 { 人 ni 人 nnyjr>1nEGMax 厂 )。 
由 于 五 是 Artin 环 ,并 且 三 非 空 ,从 而 之 有 极 小 元 mi 六 
ma。 于 是 对 每 个 mmEMax 瑟 ,必然 mi 站 mmemm=mi 放 …， 
几 m,。 从 而 mm 二 min mnm mm 因此 有 ;Is<5<m) 
使 得 m 三 mi;。 但 是 mm 为 极 大 理想 ， 于 是 mm 一 mi。 这 就 表明 
mi mn 为 已 的 全 部 极 天 理想 ， 目 

系 Artin 环 必 为 半 局 部 环 ， 

证 明 所谓 半 局 部 环 即 是 只 有 有 限 个 极 大 理想 的 环 . 因此 这 
系 由 引 理 24 立即 得 出 . (事实 上 ,再 由 引 理 23 可 知 Artin 环 只 有 
有 限 个 素 理 想 )。 上 


Artin 环 的 下 一 个 性 质 是 Noetpher 环 也 具有 的 (与 引 理 13 的 
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系 比 较 ) . 

引 理 25 Artin 环 尽 的 小 根 Y (0) 是 知 零 理想 ， 

证 明 记 m=Y(0)， 由 降 链 条 件 知 有 R 使 得 ne= mt+i 
=…… 记 a=n'(=n2)。 我 们 来 证 明 吕 一 a=(0)。 如 果 ass(0)， 
游 虑 集合 

三 一 { 玉 的 理想 bjab 兰 (0)}。 
则 aE 交 (因为 时 二 n2=ass(0)), 从 而 了 王 为 非 空 集合 , 于 是 有 
极 小 元 c。 则 ac 关 (0)， 从 而 有 xz E(c 使 得 yass(0)， 从 而 (z)E 
卫 . 但 是 (z) 三 c,， 由 “上 的 极 小 性 可 知 5 一 (z)。 又 有 (za)a 王 ZaQ2 一 
Zaxs(0)。 从 而 (za)E,zaE(7)=YR， 由 (z)=( 的 极 小 性 又 
得 到 za=x 忆 .于 是 有 yEa 使 得 zy=z1=z， 从 而 zx 一 2ZyY 一 


Xy2 一 一 yn 一 但 是 yEa=nxSEn=TA (0)， .从 而 有 六 
使 得 y" 一 0。 于 是 z=zy" 一 0， 这 与 zass(0) 相 矛盾 ， 因 此 上 
=0 一 (0). | 


引 理 26 如果 环 丸 中 零 理 想 (0) 是 有 限 个 极 大 理想 之 乘 积 ， 
则 , 忌 为 Noether 环 拓 人 五 为 Artin 环 ， 

证 明 所 : 设 (0)=mim(CmiEMax 玉 )。 考虑 中 的 五 - 子 
模 链 ( 即 理想 链 ) 

天 了 mil 二 mm 二 了 mimz mn 一 (0)。 

忆 - 商 模 到,= 王 mmi imi mi 被 mi; 所 堆 化 ， 从 而 戏 , 可 看 
作 是 瑟 /mi- 模 ， 但 是 BR]m; 为 域 , 从 而 殉 , 为 玉 /m; 上 向 量 空间 ， 
而 且 4f ,的 五 - 模 结构 和 瑟 /mi- 向 量 空间 结构 是 一 样 的 。 如 果 疼 
是 Artin 环 , 则 尽 为 Artin 环 - 模 。、 从 而 五 的 商 模 尽 /ml mi 的 予 
模 mm ynmi mi 一 及, 也 是 Artin 玉 - 模 . 于 是 于; 也 是 Artie 
R/m,- 模 。 但 是 对 于 域 上 的 向 量 空间 了 , 易 知 ,了 为 Artin 五 - 
模 短 dimeF < + co 三 - 模 耻 有 合成 列 . 于 是 好, 作为 瑟 / 
bmi- 模 有 合成 列 , 从 而 2:=mi mymi mi 作为 五 - 模 也 有 
合成 列 。 这 也 相当 于 说 ,在 mi mi 和 ml mi 之 间 可 以 加 进 
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有 限 个 中 间 尽 - 模 之 后 ,使 得 每 相 邻 两 个 模 之 商 均 是 单 尽 - 模 。 对 
于 每 个 1 (1<i 彼 2) 均 如 此 作 , 就 连 成 玉 - 模 已 的 一 个 合成 列 。 于 
是 尺 为 Noether 尺 - 模 ( 引 理 19)， 即 五 为 Noether 环 ， 

字 : 与 上 面 证 明 类 似 ， 且 


定义 ” 设 刀 是 非 零 环 。 我 们 称 忆 中 素 理 想 链 poCPIC.…C 
和 的 长 度 为 2。 而 怪 中 素 理想 链 最 大 可 能 的 长 度 , 叫 作 是 环 不 的 
(Krull) 维 数 ,表示 成 dim 五 

于 是 : 

(1) 域 的 维 数 为 0。 更 一 般 地 ,dim 玉 一 0 人 下 中 素 理想 必 
为 极 大 理想 . 因此 由 引 理 23 可 知 Artin 环 的 维 数 是 0. 

(2) dim 乙 =1。 更 一 般 地 ,如 果 妨 为 整 环 , 则 :dim 玉 =1 和 > 
不 是 域 ,并 且 玉 中 非 零 素 理想 均 为 极 大 理想 . 

我 们 在 下 一 章 要 集中 研究 dim 丸 = 工 的 情形 ， 现 在 我 们 证 明 
一 个 值得 注意 的 结果 . 

定理 8 环 中 为 Artin 环 短 > 环 已 为 Noether 环 并 且 dim 羽 
一 0. 

证 明 闻 : 巷 忆 为 Artin 环 , 由 于 素 理想 均 是 极 大 理想 ( 引 悍 
23) ,从 而 dim 瓦 =0， 而 且 玉 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 ( 引 理 24) ， 
设 它 们 为 mi … mw， 则 玉 的 大 根 和 小 根 均 为 n=maimn mm 
由 引 理 25 知道 有 开 使 得 mn “= (0)， 从 而 


LTms( 由 mm)》=m=(0. 


i1 i 一 | 
于 是 (0) = TTm' 出 引 理 26 即 知 玉 是 Noether 环 . 
对] 
筷 : 若 尼 为 Noether 环 ，(0) 一 9m，…-mq, 为 准 素 分 解 起 ， 
p, 一 了 下 则 忌 的 小 根 为 n= Y7DJ = 门 P。 由 引 理 13 的 系 知道 有 
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忆 逢 


使 得 nx= (0)， 于 是 [Tw=(T[p ) s( 们 P) =m=(0， 
一] 一] 并 
内 而 (0)= 了 Tp*， 由 dim 屯 一 0 可 知 P, 均 为 极 大 理 趣 . 即 (0) 为 有 


限 多 个 极 大 理想 之 积 ， 由 引 理 26 即 知 忆 为 Artin 环 ， | 


最 后 我 们 讲 Artin 环 的 结构 定理 (定理 9): 每 个 Artin 环 均 
可 唯一 地 表示 成 有 限 个 Artin 局 部 环 之 直 和 .， 我 们 先 谈 谈 Artin 
局 部 环 的 特性 ， 设 (好 ,m) 是 Artin 局 部 环 ,， 则 五 的 唯一 极 大 理想 
mm 即 是 需 零 元 全 体 (= W(0))，mm 一 于 一 避 ( 再 )， 并 且 存在 六 使 得 
mu“ 一 (0)， 例 如 Z/2prZ(CD 为 素数 ,m>1) 均 是 Artin 局 部 环 ， 由 完 
理 8 可 知 ，Artin 局 部 环 拓 之 维 数 是 0 的 Noethcr 局 部 环 。 我们 
还 可 以 叙述 得 更 具体 一 些 . 

引 理 27 设 玉 为 Noether 局 部 环 , m 是 忌 的 唯一 极 大 理想 ， 
则 或 者 (1) 五 忆 m 了 了 mm? 了 :了 了 m" 卫 …… 或 者 (2) 有 友人 使 得 下 "一 
《0)， 并 且 五 为 Artin 局 部 环 生 -> 情形 (2) 成 立 ， 

证 明 如 果 m" 一 me .将 m* 淖 作 是 尼 - 模 , 它 是 有 限 生 成 的 . 
从 而 由 中 出 引 理 可 知 m"=(0)。 这 就 表明 情形 (1) 和 (2) 必 有 且 仅 
有 一 种 情形 成 立 ， 对 于 情形 (1)， 由 于 理想 链 尼子 mm 了 了 … 了 m? 了 
… 不 黎 定 ,从 而 尽 不 是 Artin 环 ， 对 于 情形 (2)， 设 PESpec 玉 ， 
则 (0) 王 m"* sp， 取 根 即 知 mm=p。 于 是 吓 也 是 闭 中 唯一 素 理想 ， 
即 dim 已 王 0， 从 而 妃 为 Artin 环 . 中 


定理 9 〈Artin 环 结构 定理 ) ”每 个 Artin 环 妞 均 可 表 成 有 
限 个 Artin 局 部 环 的 直 和 :， 了 刁 王 羽田 … 国 忆 。( 玉 :为 Artin 局 部 
环 )， 如 果 又 有 妨 一 刀 ! 四 四 玉 。 (及 均 为 Artin 局 部 环 ), 则 对 
三 ?98 并且 有 {11,2，，…，2} 的 一 个 置换 oc, 使 得 玉 ; 兰 已 co (1<is 
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和 re 


2) 环 同 构 )， 
证 明 存在 性 : 根据 引 理 24, 召 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 :Max 
已 一 tm mi .由 定理 3 的 证 明 可 知 有 R 盖 1 使 得 (0) = 


下 mm*， 但 是 msisn) 两 两 互 素 ($ 1.3, 习题 1) ,从 而 (0) = 
一 1 


站 叹 〈$ 1.2, 习 题 12)， 于 是 有 环 的 同 构 有关 瑟 ]「] ms 
im 2 7 


由 有 jnmt+， 而 玉 /mty 为 Artin 局 部 环 . 


唯一 性 ,假设 尼 由 有:,, 屎 , 均 是 Artin 局 部 环 ， 令 pi 一 下 ， 
为 自然 投射 ,ao; 王 民 er Pi。 则 (1<sisw) 两 两 孔 素 ,并 且 们 Qi 一 
一 】 


(0)。 设 9, 为 瑟 ， 的 唯一 素 理 想 , 则 jh; 一 271(9) 是 尽 的 素 理想 。 因 
为 玉 是 Artin 环 , 从 而 piEMax 丸 ， 但 是 9; 为 宪 零 理想 ， 从 而 于 
包含 极 大 理想 p; 的 某 个 寡 ， 于 是 ai 为 Pi- 准 素 理想 。 所 以 〈0) = 


验 


门 % 为 准 素 分 解 式 ， 因 为 a 两 两 互 素 , 从 而 n (1<i<2%) 也 两 两 


互 素 ， 于 是 六 均 是 属于 (0) 的 极 小 素 理 想 . 从 而 a(1 委 终 %) 均 
是 (0) 的 孤立 准 素 分 支 。 由 84.1 定 理 4 知 aa(1<is 和 2) 是 由 刁 所 
决定 的 。 从 而 环 鼠 ; 一 避 /aCT<1s 和 9) 也 由 于 所 决定 。| 


下 一 个 引 理 在 第 五 章 中 是 有 用 的 ， 

引 理 28 “ 设 ( 好 ,m) 为 Artin 局 部 环 ,三 尽 /m。， 则 以 下 三 条 
件 彼 此 等 价 : “ 

(1) 巡 为 主 理想 环 ， 

〈2) 中 为 主 理想 ; 
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(3) dim(mym2) 生 1. 
证 明 “〈1) 之 (2) 显 然 ， (2) 仿 (3): 设 下 =(a)。 我 们 有 已 - 模 
满 同 坊 


其 核 Ker 了 7 三 m=(a)。， 从 而 诱导 出 -向 量 空间 的 线性 变换 了 : 忆 / 
mn 一 mym2, 并 且 了 是 满 射 。 于 是 dims(my/m2)s<dimx(R/m) = 
1. 

(3) 字 (1)， 如 果 dimeCm/m2 一 0 则 和 =m?2。 由 于 mm 为 有 
眼 生 成 五 - 模 (Artin 环 尺 是 Noether 环 )， 从 而 由 中 山 引 理 知 王 一 
40), 即 互 为 域 ， 当 然 也 是 主 理想 环 ， 如 果 dime(m/ym2) =1， 则 有 
zx GEm ,使 得 my/m2= 有 元， 根据 第 二 章 引 理 5, 可 知 mm 一 忌 z, 即 中 
为 主 理想 .对 于 五 的 每 个 真理 想 oss(0) .由 于 zx 是 瑚 零 元 素 , 从 而 
有 加 >1 使 得 zi" 一 0.。 于 是 m"=(0)。 于 是 asm”= 一 (0)。 由 于 
a 为 真理 想 ， 从 而 Sm、 于 是 存在 ”>1 使 得 aoSm7， a 上 m7 
因此 有 yEGoa,aE 玉 使 得 y=ay7。 但 是 y 和 村 (xz7)。 这 说 明 a 生 
(z) 一 m, 即 9 为 单位 。 从 而 z7=a-1yEa， 于 是 mm"Sa， 但 是 已 
经 有 m" 三 ao。 因此 a=m" 一 (xz7)。 即 丸 中 每 个 理想 均 是 主 理想 ， 
从 而 玲 为 主 理 想 环 . (并 且 五 中 每 个 理想 均 有 形式 m".) 

例 Z/pr*Z(0D 为 素数 ,2I) 和 RELz]/ACAGCz) (R 为 域 ,7Cz) 
是 碟 z] 中 不 可 约 多 项 式 ) 均 是 满足 引 理 28 中 条 件 的 Artin 局 部 
环 。 因 为 它们 的 唯一 极 大 理想 分 别 是 主 理想 (五 ) 和 (了 (z)). 

例 设 大 为 域 ,考虑 环 及 =RLz2,z3]/(z。 它 有 合成 列 ， 五 
也 (52, 5753) 了 (52) 了 0, 从 而 是 Artin 环 ， 不 难 验 证 乙 (好 ) 一 {ao+ 
C3 克 2? 十 05 下 ao 02y03GRaos0， 而 一 玉 一 避 ( 忆 ) 一 (元 3) 
是 理想 从 而 mm 为 鼠 的 瞧 一 极 大 理想 而 为 局 部 环 。 但 是 mm= 
(元 2) 元 ?3) 不 是 主 理想 ， 或 者 因为 趾 ?= (0) , 尼 /mm 兰 RdimsCmym2) 
一 dimsm=2， 可 知 Artin 局 部 环 RELz2, z?j/z4) 不 满足 ? 理 28 
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习 题 

1. 及 为 Artin 忆 - 模 。2%: NM 对 是 五 - 模 单 同 态 。 求 证 2 必 为 同 构 . 
[提示 ， 考虑 一 系列 短 正 合 序列 0->o (1) 力 玖 一 和 an) 一 0，72=1， 
2,3……]. 

2. 设 Wi 和 :是 五 - 模 愉 的 两 个 召 - 子 横 ， 如 果 WAN ， 玉 /N: 均 为 
NoetherR- 模 ， 求 证 WACNnN:) 也 为 Noether 尺 - 模 。 并 且 将 ^4Noether? 
改 成 “Artin? 这 命题 也 是 对 的 ， 

3. 太 为 Artin 玉 - 模 。 求 证 R/Ann(M) 为 Artin 环 ， 

4. 设 玉 =MDHAD…2DN=(0) 和 M= MIDMID…DM=(0) 
是 至 - 模 双 的 两 个 合成 列 ,求证 存在 {1,2， ,2 的 一 个 置换 ,使 得 Mi- VAN 
兰 时 ovVyMvCLI<i<) (五 - 模 同 构 )。[ 提 示 :， 参考 群 论 中 一 类 似 定理 的 
证 明 ], 

5，(1) Abel 群 4 是 Noether Z- 模 人 > 4 是 有 限 生 成 的 . 

《2》 Abel 群 4 有 合成 列 4-> 4 是 有 限 群 。 

6， (1 设 4 为 有 限 Abel 群 ,B 是 4 的 子 群 。 如 果 (a ao) 和 (bi 
…2m) 分 别 是 4 和 孚 的 不 变 因 子 ， 其 中 aa 1a， 玉 161p。 求 
证 同和 x 并 且 思 ay w(1<i< 和 )， 

《2) 反 之 ,如 果 ailaz| 11020151Dn<0501a+n-a(1<i<o) 
ai 均 为 正 整 数 . 则 存在 有 限 Abel 群 4 和 它 的 子 群 3 ， 使 得 {a，……，a} 
和 {0……p} 分 别 是 4 和 了 的 不 变 因 子 。 

《3) 如 果 4 是 有 限 生 成 Abel 群 , 那 末 (1) 和 (2) 中 的 结论 应 当 改 成 什么 
样子 ? 

7. 试问 Z/(12) 申 Z/(45) 共 有 多 少 种 彼此 不 同 构 的 子 群 ? 

8. 设 大 为 域 ,0<f(z)ER[z]。 求 证 RLz]/ (Kx)) 是 Artin 环 。 试问 如 
何 将 8Lz]/(f(z)) 表 成 有 限 个 Artin 局 部 环 的 直 和 ?7 
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第 五 童 ”Dedekind 整 环 


在 这 一 章 里 ,我 们 要 介绍 由 Gauss, Kummer 开创 而 由 Dede- 
kind 所 建立 起 来 的 Dedekind 整 环 的 理论 . 在 这 种 整 丰 中 , 每 个 
非 雳 理想 均 可 唯一 地 表 成 有 限 个 素 理想 之 积 , 

Dedekind 整 环 是 一 种 特殊 的 Noether 整 环 ， 确 切 地 说 ,就 是 
一 维 Noether 整 闭 整 环 . 我 们 首先 解释 什么 叫 整 闭 , 即 讲述 整 性 相 
关 概念 和 环 的 整 性 扩张 基本 理论 . 然后 在 第 2 节 了 研究 介 于 Noe- 
ther 整 环 和 Dedekind 整 环 之 间 的 一 维 Noether 整 环 和 它 的 局 部 
化 、 这 些 研究 对 于 加 深 对 Dedekind 整 环 的 理解 是 有 好 处 的 ， 有 
了 这 些 准 备 之 后 ,我 们 在 第 3 节 讲 述 主要 对 象 ,Dedekind 整 环 的 
基本 理论 , 


$ 5.1 整 性 相关 


“ 整 性 概念 是 将 通常 整数 生 念 推广 到 一 般 环 上 的 成 功 的 党 
试 

定义 设 下 为 环 , 4 为 刀 的 子 奈 已 中 元 素 8 叫 作 对 于 4 是 
整 的 元 素 , 或 者 简称 为 在 A 上 整 ,是 指 8 是 4[z] 中 某 个 首 一 多 项 
式 fGz)=z7"+atg + an(2 关 1 的 根 。 换 名 话说 ,存在 ab 
avE 4 人 1 使 得 

因 + ap 二 十 On 一 0. (#) 

这 时 ,(* ) 式 称 作 是 元 素 2E 巨 在 4 上 的 整 性 相关 方程 . 

注 记 (1)》 如 果 2E 巨 在 环 4 上 整 , 则 以 2 为 根 的 4[z] 中 首 
一 多 项 式 不 是 唯一 的 ， 从 而 ) 在 4 上 的 整 性 相关 方程 可 以 有 许多 
不: 

(2) 我 们 称 好 中 元 素 2 为 4 上 的 代数 元 索 , 是 指 ! 是 4[z] 中 
某 个 多 项 式 fj(r)(deg fx) 郑 1) 的 根 ， 显 然 ， 4 上 的 整 元 素 均 为 


es 了 33。 


Te 人 全 仙 再 errop1aaecnhvgasa rm rr ns an 


代数 元 素 , 但 反之 不 然 ,因为 整 元 素 还 要 求 帮 2z) 是 首 一 多 项 式 ( 见 
下 面 例 3)。 但 是 如 果 4 为 域 ， 对 于 4 上 的 每 个 代数 元 素 5， 令 8z) 
SG4[zjdeg 了 (xz)>1, 7) 一 0， 如 果 所 xz) 的 最 高 项 系数 为 6 关 
0, 则 < 属于 域 4 ,从 而 2 是 首 一 多 项 式 ef (wz) 的 根 , 从 而 5 也 
是 域 4 上 的 整 元 素 。 这 表明 当 4 为 域 的 时 候 ，4 上 整 元 素 " 和 ”4 
上 代数 元 素 ? 是 一 致 的 . 

《3)》 由 定义 立刻 推出 ,如 果 4,， 五 ，C 均 为 环 并 且 4SBSC， 
则 C 中 元 素 在 4 上 整 汶 在 巨 上 整 . 

例 1 环 4 中 每 个 元 素 “ 均 在 4 上 整 . 因为 是 首 一 多 项 式 
fCz) 一 “一 4aE 4[z] 的 报 ， 

例 2 取 4=Z,B3=Q (有 理 数 域 )， 则 Q 中 元 素 “在 乙 上 整 
所 >aEZ. 《〈 千 由 例 1 字 是 因为 根据 初等 代数 知道 ， 若 有 理 数 w 
是 整 系数 首 一 多 项 式 fxz)EZLzY] 的 根 ， 则 c 必 为 整数 ，) 换 名 话 
说 ,在 己 上 整 的 有 理 数 即 是 整数 . 这 就 表明 我 们 在 一 般 环 上 定义 
的 整 性 概念 是 通常 有 理 整 数 概念 的 一 种 推广 . 

例 3 实数 1/Y 3 在 Q 上 整 ( 取 f(z)=x? 一 1/3)， 但 是 易 证 
1/Y 3 不 在 己 上 整 ,虽然 1/ 3 是 乙 上 的 代数 元 素 ( 为 3 z: 一 
Z[z] 的 根 ). 


设 妆 三 下 为 环 的 扩张 (这 相当 于 说 , 4 和 五 均 是 环 ， 而 4 是 刀 
的 子 环 )。 以 C 表 示 刀 中 在 4 上 整 的 全 部 元 素 所 组 成 的 集合 ， 于 
是 4 三 CS 三 及， 人 们 自然 要 问 :集合 C 上 是 否 有 好 的 代数 结构 ? 比 
如 说 ， 对 王 到 中 的 运算 , C 是 否 封闭 ? 即 如 果 0 和 加 均 是 如 中 在 
4 上 整 的 元 素 ,是 否 土 bz 和 Bi 也 是 4 上 整 元 素 ? 换 句 话说 ,C 
是 否 为 巨 的 子 环 ? 答案 是 肯定 的 ， 但 是 当年 证 明 这 个 结果 却 是 颇 
不 容易 的 事情 ( 3 , 久 5 在 乙 上 整 ， 试 设想 证 明 1+ 玉 3 一 z5 
在 Z 上 整 1)， 历 史上 , 正 是 为 了 证 明 这 一 结果 , Dedekind 才 创 造 
了 "和 模 ” 这 个 重要 的 代数 概念 。 现在 我 们 沿 着 历史 的 足迹 ， 用 模 来 
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刻画 整 性 概念 ,而 C 为 环 这 件 事 是 这 种 刻画 的 自然 推论 ， 
引 理 1 设 4E 互 为 环 的 扩张 , 5E 呈 . 则 以 下 诸 条 件 彼此 等 


《1 2 在 4 上 整 
《2) 4[ 的 为 有 限 生 成 4- 模 ; 
(3) 存在 妃 的 子 环 刀 ， 使 得 4 [0 三 刀 ， 并 且 刀 是 有 限 生 成 
4- 模 ; 
(4) 存在 忠实 4[2]- 模 玉 ， 使 得 开 为 有 限 生 成 4- 模 . 
问 忆 ;1W 叫 作 是 忠实 瑟 - 模 ， 是 指 Ann 开 ={zER1z 好 = 
《0)} 为 于 的 零 理 想 . 
证 明 (1) 祁 (2) : 假设 2E 在 4 上 整 ， 则 有 整 性 相关 方 
程 
DC 1 十 an 一 00G40Z1， 
于 是 对 每 个 *0 均 有 1 一 一 (ai 十) 由 此 式 
不 难 归纳 证 明 出 ,每 个 8 (和 这 0) 均 可 表 成 1;2 2 的 4- 
线性 组 合 ， 因此 4[ 引 作为 4- 模 是 由 1 2 02 2 生成 的 . 
《2) 之 (3): 取 刀 一 4[2] 即 可 . 
(3) 沪 (4): 取 形 = 刀 即 可 .这 是 忠实 4[0- 模 ,因为 若 YE 
4[b,y=(0), 则 yy 一 y'1o=0. 
(4) 字 (1); 设 弄 =4u4+ 二 42 记 芝 1。 由 于 biE 玉 ,从 


而 bz, 一 > aiy2v(ai， E4,1 委 和 各)。 这 可 写成 矩阵 形式 
5 


妈 1 0 
oo ， 上 上 
绞 


其 中 7 是 种 阶 单位 方 阵 ， 将 此 式 两 边 左 科 以 27m 一 (ap2) 的 伴 
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| 中 方 阵 , 就 得 到 det(07， 一 (am)) al 一 0(1s 委 如)， 于 是 det 
(27n 一 (07)) 玉 一 (0)， 注 意 det(7 一 (ca)) 为 4 中 元 素 
而 对 为 忠实 4[ 打 - 横 . 从 而 det(57T 一 (ai))=0， 将 左边 行 
列 式 展开 就 得 到 2 在 4 上 上 的 一 个 整 性 相关 方程 ， 从 而 2 在 4 上 
整 . 明 

系 1 设 4S 刀 为 环 的 扩张 ,和 ,psEB 均 在 4 上 整 . 则 
环 4[2，……，b] 为 有 限 生 成 4- 模 ， 

证 明 2#=1 时 著 为 引 理 1， 现在 对 归纳: 令 4,=4[b， 
“… 0 由 归纳 假 届 ，4,-: 为 有 限 生成 4- 模 . 因为 2 在 4 上 
整 ,从 而 也 在 4,-: 上 整 . 于 是 4,= 4。:[b] 是 有 限 生 成 4,。-1- 模 ， 
因此 4, 也 是 有 限 生成 4- 模 (8 2.1, 习 题 10). | 

系 2 设 4SE 为 环 的 扩张 ,C=tPEEBI2 在 4 上 整 }， 则 C 
为 瑟 的 子 环 . 

证 明 设 cccEc, 则 4fecc 为 有 限 生 成 4- 模 ( 系 1)。 但 
是 etc'cec'c4[eoc], 从 而 ce 土 和 ec' 均 在 4 上 整 ( 引 理 1 的 
〈3))。 于 是 "上 ccc'EC， 这 就 表明 C 是 互 的 子 环 . 

这 样 我 们 就 证 明了 :, 如 果 志 和 以 E 巨 均 在 4 上 整 ， 则 它们 的 
和 , 差 及 乘积 也 在 4 上 整 . 


定义 系 2 中 的 C 岂 作 是 4 在 召 中 的 整 六 包 ， 于 是 4SC 
SB， 如 果 C = 4, 则 称 4 在 5 中 整 闭 .如 果 C=B3, 则 称 下 在 4 
上 整 ,并 且 4S 瑟 叫 作 是 环 的 整 性 扩张 . 


系 3 设 4SEBSC 是 环 的 扩张 如 果 C 在 五 上 整 并 且 巨 在 
4 上 整 , 则 C 在 4 上 整 . 
证 明 设 cEC. 则 在 8 上 有 整 性 相关 方程 
c" +Dic" 二 十 0 一 (010IG 了 3， 


令 忆 一 4[D ,于 是 5 也 在 吾 上 整 ,从 而 35cj] 为 有 限 生 
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成 B/- 模 。 由 系 1 知 互 为 有 限 生成 4- 模 ,于 是 吾 人 fo] 为 有限 生 
成 4- 模 , 即 C 的 每 个 元 素 。 均 在 4 上 整 ， 从 而 C 在 4 上 整 . 呈 
系 4 设 4E 瑟 为 环 的 扩张 ,C 为 4 在 如 中 的 整 闭 包 ， 则 C 
在 忆 中 整 闭 ， 
证 明 设 2E3 在 C 上 整 . 由 于 C 在 4 上 整 , 从 而 忆 在 4 上 整 
( 见 系 3 的 证 明 ) .由 C 的 定义 即 知 5EC. 这 就 表明 C 在 已 中 整 用 .| 


下 一 引 理 表明 商 运 算 和 局 部 化 运算 均 保 持 整 性 . 

引 理 2 设 4S 瑟 为 环 的 整 性 扩张 ， 

《1) 如 果 b 为 五 的 理想 ,a=b 人 4, 则 4/aS 三 BA] 为 整 性 扩张 
(注意 :4/a 自然 地 看 成 为 瑟 /b 的 子 环 ). 

《2) 若 8 为 环 4 的 乘法 集 , 则 SG- 4SS7B 为 整 性 扩张 ( 注 
意 : 由 算 子 3 -的 正 合 性 ,S-4 自然 地 看 成 为 SB 的 子 环 )， 

证 明 (1) 设 2E 下 ,pH+aip + 十 6 一 0CaiE4) 为 8 在 
4 上 的 整 性 相关 方程 。 则 模 b 之 后 ,在 B/b 中 便 有 8"+510 1 
+ +5n 一 0(CziE4/a)， 这 就 表明 五 /中 每 个 元 素 2(2E) 
均 在 4/a 上 整 , 即 4/aSB] 为 整 性 扩张 . 

《2) 类 似 地 ,对 于 (1) 中 PE 屯 在 4 上 的 整 性 相关 方程 和 sE 
心 ， 我 们 有 

(Ba/s) "+T(ai1s)(8/s) + 十 as 一 0， 

这 正 是 元 素 b/sES 2 在 SI4 上 的 整 性 相关 方程 。， 从 而 心 -14 
三 9 1 为 整 性 扩张 .| 

引 理 2 的 (2) 还 可 推广 成 ， 

引 理 3 设 4S 万 为 环 的 扩张 ， C 为 4 在 好 中 的 整 闭 包 , 则 
对 于 4 的 每 个 乘法 集 S,S-IC 为 SI4 在 SB 中 的 整 闭 包 . 

证 明 由 引 理 2 可 知 SIC 在 SS 14 上 整 ， 另 一 方面 ,如 果 
bp/sES-IBGBEB,sEGS) 在 3-14 上 束 , 则 有 整 性 相关 方程 

(B/s)s (ai/s)(D15)0 二， 4 Ga/ 一 0，0iG4SiGA 
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将 此 等 式 双 方 乘 以 (后 六 ssES， 即 知 凡 E 在 4 上 上 整 . 
于 是 2tEC， 从 而 8/s=2bt/stES-IC， 于 是 S-IC 为 SI4 在 
SS 3 中 的 整 亲 包 , 


定义 ” 整 处 尺 叫 作 是 整 闭 的 ,是 指 尺 在 其 商 域 中 整 闭 . 

例如 乙 是 整 闭 整 环 ( 例 2)。 更 一 般 地 ,每 个 唯一 因子 分 解 整 
环 均 是 整 闲 整 环 (习题 ). 

整 环 的 整 闲 性 是 局 部 性 质 ， 

引 理 4 关于 整 环 4 的 下 面 三 个 条 件 披 此 等 价 ， 

(1) 4 为 整 闭 整 环 ; 

《2) 对 于 每 个 PESpec4 ,4p 为 整 闲 整 环 ， 

《3) 对 于 每 个 nEMax4 ,4m 为 整 闭 整 环 . 

证 明 记 天 为 4 的 商 域 。 由 于 4p 三 下 ,从 而 4 均 为 整 环 ， 
并 且 4p 的 商 域 为 到. 令 C 为 4 在 天 中 的 整 闭 包 , 由 引 理 3 知 
SC 为 4 在 下 中 的 整 闭 包 (3S=4 一 p)。 记 f: 4 一 C 为 包含 映 
射 , 则 

4 整 用 和 >4= CE >j 为 同 构 。 

4hp 整 肝 >4p 一 SC<> 外 :4 3-10 为 同 构 ， 

但 是 ,/ 是 否 为 环 同 构 ( 即 4- 模 同 构 ) 是 局 部 性 质 ， 从 而 由 第 三 章 
引 理 8 就 世 证 得 本 引 理 .| 


本 节 其 余部 分 是 研究 环 的 整 性 扩张 的 基本 性 质 。 

引 理 5 设 4 三 瑟 为 环 的 整 性 扩张 ,并 且 中 (从 而 4 ) 为 整 环 . 
则 互 为 域 所 >4 为 域 . 

证 明 和 所: 对 于 0SoE, 令 交 是 在 4 上 的 整 性 相关 方程 
六 +op Tan=00>>1eE4) 中 最 小 的 2 值 . 由 于 好 是 
整 环 ,可知 as0.， 如果 4 为 域 , 则 oaE4， 从 而 姑 一 一 al 
(PC 十 二 an 和 瑟 从 而 好 为 域 ， 
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全 :对 于 0SeE4。 如 果 万 为 域 , 则 aiE 万 于 是 六 在 4 
上 整 . 从 而 有 整 性 相关 方程 wa +aia ”4 二 Go 一 0 (7 
>1)a!fE4)， 于 是 se-!= 一 (af+… Tanan-DcE4, 即 4 为 域 .| 

系 1 设 4S 玉 为 环 的 整 性 扩张 , 9ESpec 了 pn=9 站 4 
(ESpec4)， 则 9GMaxDE=>pEMax4. 

证 明 由 引 理 2 可 知 4/pE81]/49 为 环 的 整 性 扩张 , 但 是 瑟 /[4 
为 整 环 ,从 而 了 /9 为 域 所 >47/p 为 域 ( 引 理 5) ,这 就 是 说 9E Max 
BE< >pEMax4， 

系 2 4 三 号 为 环 的 整 性 扩张 ,4 为 局 部 环 并 且 病 是 4 的 唯 
一 极 大 理想 ， 如 果 q9ESpecB , 则 ;9E Max 五 人 ->9 人 4 一 m。 

证 明 由 系 工 直接 得 到 ,因为 4 只 有 一 个 极 大 理想 中. 重 

系 3 设 4EB 是 环 的 整 性 扩张 , 则 限制 映射 了 :SpecB 一 
Spec4,9r>q 人 4 为 满 射 ， 换 句 话说 ,对 于 每 个 PESpec4，, 均 有 
9ESpec 刀 使 得 9 认 4 一 3 

证 明 由 引 理 2 知道 4pSBp 为 环 的 整 性 扩张 (其 中 DBp= 
SB,S=4-b)。， 考虑 环 和 环 同 态 图 表 

4 了 B 

了 | PP 

4p_- >Bp 
其 距 和 旭 为 包含 映射 ， 太 :4 一 4p 为 ar>a/l ,fs 有 类 似 的 意 
义 ， 易 知 这 是 交换 图 表 ， 取 nm 为 B 中 任 一 极 大 理想 , 由 系 2 可 
知 n4p=p4p (右边 为 4 之 唯一 极 大 理想 ). 并 且 fp4p) 
一 { 第 三 章 定理 1 的 系 1 ), 令 4=jf Lin), 则 9ESpec 互 . 并且 由 
上 面 的 交换 图 表 可 知 9 人 4 一 和 !(9) 一 久 !sCn) 一 了 pn) 一 
了 IC(p4p) 一 D. 和 

系 4 设 4S5 为 环 的 整 性 扩张 ,9,9 ESpec 刀 ,9 三 9 如果 
9 站 4=9q9 人 4, 则 9=9/. 
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证 明 设 p=9qmn4=9 4; 则 PESpec4。 仍 关 虐 系 3 中 环 
的 交换 图 表 . 以 n 和 “分 别 表示 9 和 9 在 3 中 的 扩张 . 则 
in) 和 训 (n) 均 是 4p 中 素 理想 ,并且 它们 在 4 中 的 限制 均 
为 (因为 /ip Cn) 一 扩 L8Cn) 一 和 9) 三 9 人 4 一 p， 同 样 地 
站 pn 人 Cn 一生 (9 三 9 人骨 4= 人 站。 从 而 知 -LCn) 
= 一 tp Cn 一 p4pEMax4h。 从 而 由 系 1 可 知 n 和 1 均 为 Bp 的 
极 大 理想 ， 但 是 由 9S9' 得 到 nmSn'。 从 而 必 然 n=n'。 于 是 限 
制 到 妃 上 便 有 9 一 9 才 


定理 1 (第 一 提升 定理 ) 设 4 三 了 3 为 环 的 整 性 扩张 。 Pi， 
bzESpec4,pICh，9GESpec ,qi 人 4=hbi， 出 存在 9 ESpecz， 
使 得 9 人 4 一 hs 并 且 9Cd9:， 

证 明 ”我 们 已 经 知道 4/piE 3/9i 为 环 的 整 性 扩张 。 而 p, 是 
4/p: 中 素 理 想 。 于 是 有 2/9 中 素 理 想 @， 使 得 &P4/p:=b， 
但 是 Q 必 有 形式 q9:， 其 中 9: 为 如 中 素 理 想 . 于 是 929 并 且 9 
让 4 一 bz 上 

利用 归纳 法 不 难 将 定理 1 推广 成 

定理 1 设 4 三 五 为 环 的 整 性 扩张 .PCPa …Ch, 为 4 中 的 
素 理想 链 ,q9jESpecB .qi 站 4=P, 则 互 中 存在 素 理 想 链 qiCqzC 

…Cq,, 使 得 9, 败 4=m(2<r<m)， 


注 记 如果 定理 1 再 加 上 一 些 条 件 ， 我 们 有 另 一 种 提 升 定 
理 ; 

定理 2 (第 二 提升 定理 ) 设 4S 了 为 束 环 的 整 性 扩张 ,并 
且 4 是 整 闭 整 外 ， 如 果 PICpzC .Ci 是 4 中 素 理想 链 ,9。E 
SpecB ,9 人 4= pb 则 存在 下 中 的 素 理想 链 9C9qzC Cg 使 得 
q 八 4=hCs<i 生 2 一 1)。 

这 个 定理 的 证 明 要 用 到 域 论 某 些 知识 .我 们 先 作 些 准 备 工 作 . 
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定义 设 4 三 好 为 忒 的 扩张 ,a 为 4 的 理想 ， 元 素 5EB 叫 
作 是 在 ae 上 整 ,是 指 存在 多 项 式 六 z) = at 二 Go 
ai, Eu 使 得 70) 一 0 集合 了 = 一世 E 瑟 人 在 上 整 } 叫 作 是 a 在 也 
中 的 整 闭 包 ， 

令 0 为 4 在 互 中 的 整 闭 包 ,显然 aS7TSEC. 下 面 引 理 给 出 集 
合 工 的 一 个 刻画 。 

引 理工 设 4EB,C,a, 了 如 上 所 示 ， 令 a=aC , 则 

T=Ya=({eEcCl 有 >1 使 得 crEa?， 从 而 了 为 C 的 理 

证 明 设 5GEB， 如果 在 a 上 整 , 则 也 在 4 上 整 ， 于 是 
EEC， 设 在 a 上 的 整 性 方程 为 如 二 abI+ +an=0，0iE 
aa 出 姑 = 一 aliasEac=aC， 因 此 2EWM0。， 反之 ,如 


果 ETV 0 , 则 有 和 >1 使 得 gmEacs、 即 2 一 aicl，aiEay o 
Ye 


EC. 由 于 c, 均 在 4 上 上 整 , 从 而 玉 =4[c co 为 有 限 生 成 
4- 模 ,并 且 257"MSaM. 由 此 可 证 2 在 a 上 整 〈 请 参考 引 理 1 中 
(4) 沪 (1) 的 证 明 ). 但 是 ” 在 a 上 的 整 性 方程 也 可 看 成 是 了 在 
a 上 的 整 性 方程 。 因 此 "也 在 上 整 . 这 就 证 明了 = 

引 理 开设 4S 互 为 整 环 的 扩张 ,并 4 是 整 闲 的 .0a 为 4 的 
理想 .天 为 4 的 商 域 .如 果 8E 瑟 在 ao 上 整 , 则 已 在 到 上 上 是 代数 的 . 
又 车 在 天 上 的 极 小 多 项 式 为 fcz)=o +aZ ”十 十 On 
KE[z], 则 acEY asisn)(wa 表 示 a 在 4 中 的 根 ). 

证 明 2 显然 是 上 的 代数 元 素 . 令 工 为 b 在 天 上 的 分 裂 域 ， 
由 于 在 a 上 整 , 从 而 有 &g&(z) = +TaIZn + 十 nyarEan， 
使 得 g(b)=0， 因 为 fGz) 是 5 在 玉 上 的 极 小 多 项 式 , 因 此 fxz)| 
g(zr), 由 于 8 在 Z 中 的 每 个 开 - 共 斩 元 素 久 均 是 帮 z) 的 根 , 从 而 也 
均 是 g(z) 的 根 ， 即 也 均 在 a 上 整 . 但 是 w, 是 诸 六 ( 即 问 的 全 
部 丘 - 共 斩 元 素 ) 的 初等 对 称 多 项 式 ， 由 上 引 理 可 知 Ci (Tsis2) 
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均 在 a 上 整 ， 但 已 假定 4 整 困 ,而 ciE4, 从 而 在 上 引 理 中 取 4 和 
已 分 别 为 这 里 的 4 和 天 ( 则 上 引 理 中 的 C 为 这 里 的 4), 于 是 由 上 
引 理 得 到 aiEY asis2)。| 


现在 证 明 第 二 提升 定理 ， 不 妨 设 =2， 与 证 明 第 一 提升 定 
理 相 仿 . 我 们 只 需 证 明 Pi 为 分 式 环 Ba, 中 某 个 素 理 想到 了 然后 
再 到 4 的 限制 .根据 第 三 章 定理 1 的 系 2, 我 们 只 需 证 明 pl1Bq, 人 4 
一 pi (然后 取 9 一 ba 人 瑟 即 可 )。 
设 zEhbiBa , 则 zy=y/s,yEbhB,sED-q。 由 引 理工 知 y 在 
pl 上 整 ,由 引 理工 知 y 在 玉 (4 的 商 域 ) 上 代数 ,并且 若 
Yy7 十 21yY7 1 十 2 一 0 《1) 
是 y 在 下 上 的 极 小 多 项 式 , 则 刀 EYP=p<isr)。 如果 又 
0xszE4, 则 s=y2z 250IE 开 而 由 (1 式 知 s 在 玉 上 的 极 小 多 
项 式 为 ， 
87 二 087 1 oO 一 0 (5 一 20;120。 (2) 
于 是 
Zi0i 一 2Ebh (1<i 委 7)。 (3) 
由 假设 互 为 4 的 整 性 扩张 ,而 sE 呈 ,从 而 s 在 4 上 束 ， 由 (2) 式 
和 引 理 I( 取 =4), 可 知 几 ET 4=4(1 和 i 和 r)， 如 果 Y 夭 Di， 
由 (3) 式 知 Ebpi(Isisr)， 再 由 (2) 式 知 SGHPEBSEhpa5S9q2， 
这 与 SEE-9qz 矛 持 . 因 此 zx 所 pl， 即 bi 怪 q 人 4 三 pi， 而 piBa, 售 
4 三 pb 是 显然 的 。 这 就 证 明了 第 二 提升 定理 . 〖 


习 题 


1. 设 4 王 召 是 环 的 整 性 扩张 ,2 为 任意 代数 封闭 域 。 求证 每 个 环 同 坊 
4->9 均 可 扩充 成 环 同 态 5- 9， [提示 :， 利用 引 理 5 系 3 和 下 面 的 域 论 结 
果 : 设 如 /到 为 域 的 代数 扩张 ,2 为 任意 代数 封闭 域 ， 则 每 个 域 的 单 同 态 万 一 
均 可 扩充 成 域 的 单 同 态 互 一 0。] 
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2. 设 4 三 情 为 环 的 整 性 扩张 ,nEMaxi,m=nn4EceMax4。 试问 Pn 
是 否 一 定 在 4m 上 整 ? [提示 ， 考 查 4= 匀 一 1]， 下 为 域 ， 瑟 = 人 Ex 一 


1 
2 十 1 


(xz 一 1) ,考查 元 素 EBn。] 

3. 设 4 王 互 为 环 的 整 性 扩张 。 求 证 ， 

(GD 4n(CB)=7(4)， 

(2) 4mr(B)=r(4)(r(4) 表 示 4 的 大 根 )。 

4， 设 4 皇 瑟 为 环 的 扩张 ,至 一 4 对 于 乘法 封 闵 。 求 证 4 在 如 中 整 闭 。 

5. 设 4 巨 为 整 环 的 扩张 ,C 为 4 在 下 中 的 整 闵 包 。f(z) 和 g(z) 为 
[zx] 中 首 一 多 项 式 .如 果 f(z)g(z) E C[z], 求 证 jz) 和 8g(z) 均 属于 CIz]。 
[提示 ; 设 下 为 下 的 商 域 ,O 为 到 的 代数 闲 包 。 由 (sz)g(z)ECCz] 证 明 fz 
和 &(z) 在 2 中 的 根 均 在 4 上 整 。 于 是 f(z)，g(z)EC[z]. ] 

又 车 去 掉 4 和 瑟 是 整 环 的 限制 , 则 上 命题 仍旧 成 立 。 [提示 :首先 证 明 存 
在 召 的 一 个 扩 环 中 ,使 得 f(z)g(z)=(z 一 ab)(z 一 0) (zz 一 a)GiE ， 
然后 证 明 与 前 类 似 .] 

6. 设 4 生 她 为 环 的 扩张 ,C 为 4 在 互 中 的 整 闲 包 。 求 证 C[z] 是 4[zx] 在 
5[zx] 中 的 整 闭 包 .。[ 提 示 : 设 Fz)EEIz] 在 4[z] 上 整 .fm 十 gif 十 十 
&wn=0giE4[z], 取 7y>maxfom，deggi deggol 六 =j 一 7， 则 (六 十 
”十 g( 有 十 z7)7 一 十 “二 gr 一 0， 这 可 写成 ， 太 " 十 大 有 ”十 ， … 十 太一 
0,j 一 (xz7)” 十 El (xz7)n II 十 十 BonE4Tz], 对 于 一 六 和 丰 ”十 大 一 十 
… .十 ka-; 用 习题 5。] 

7. 设 五 为 整 环 , 五 为 瑟 的 商 域 .对 于 0 二 saE 玉 , 如 果 46 和 aE 玉 均 在 
五 上 整 , 则 aEC(CE)。 

8. 求证 唯一 因子 分 解 整 环 必 为 整 闲 整 环 . 

9. 设 G 为 环 4 的 自 同 构 群 的 一 个 有 限 子 群 。 

(1D 求证 4e={tec4lc(a)=a， 对 每 个 xcEG) 是 4 的 子 环 , 并 且 4 在 
49 上 整 。 

(2) 设 S 为 4 的 乘法 集 , 并 且 w(S)E8( 对 每 个 cEG). 则 8?=49mnS 是 
49 的 乘法 集 ，G 中 每 个 元 素 均 可 扩充 为 环 8-:4 的 自 同 构 , 并 且 39) 4 
关 (8S-:4)9( 环 同 构 )。 
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(3) 设 pPESpbec4o ,PP={19qESpec419nm 49?= 昌 .求证 G 在 集合 己 上 的 作 
用 是 传递 的 ( 即 对 任 意 9 ,9 E 书 ,的 有 acEG 使 得 ac(9q9)=9q:)， 于 是 已 为 有 限 


集 .[ 提 示 , 设 aed ， 则 jca) Eqin4e=psq。 从 而 有 ccEG 使 得 c(a)E 


q:。 由 此 证 9 Scio(q)， 从 而 有 某 个 coEG 使 得 9 三 (9q)。 于 是 9 一 07 
《9s)。 ] 

10. 设 t83;1EZT 和 {R;1EET7) 为 环卫 的 两 个 子 环 族 。 并且; 三 忆 3 
在 好 中 整 亲 (对 每 个 iE 刀 。 求 证 3 在 全 R ,中 整 闭 ， 

11. 设 4 三 号 为 环 的 整 性 扩张 。 求 证 dim4=dim 了 。 

12. 设 4 三 互 为 环 的 扩张 。5ET(B) .求证 五 的 子 环 4[ 拉 故 4[8-9 在 4 
上 整 

13， 求证 Z[z]/( 巡 十 4) 为 整 环 ,但 不 是 整 闭 整 环 。 


8 5.2 一 维 Noether 整 环 ， 离 散 赋 值 环 


设 互 为 整 环 ， 我 们 在 第 四 章 中 定义 了 环 的 维 数 dim 尽 .并 且 
由 定义 直接 得 出 ， 

dim 五 =0 和 (0) 为 玉 的 极 大 理想 后 > 忆 为 域 ; 

dim 忆 = 1 和 下 不 为 域 并 且 五 的 非 零 素 理 想 均 是 极 大 理想 。 
本 节 我 们 研究 一 维 Noether 整 环 和 一 类 特殊 的 一 维 Noether 局 
部 整 环 一 一 离散 赋值 环 . 一 维 Noether 整 环 的 一 个 值得 注意 的 
性 质 是 : 

引 理 6 ”一 维 Noether 整 环 召 的 每 个 非 零 理想 a 均 可 (不 
计 因 子 次 序 ) 唯 一 地 表 成 有 限 个 准 素 理想 的 积 ,并 且 这 些 准 素 理 
想 的 根 两 两 不 同 . 


证 明 存 在 性 ， 设 a= 门 q,p;= Y 而 是 a 的 极 小 准 素 分 解 
1 一 
式 ， 由 dim 刀 =1 可 知 咏 均 为 极 大 理想 ,从 而 p, 两 两 不 同 。 于 是 
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q(1<;? 魏 2) 两 两 互 素 。 因 此 0 王 门 4 = 了 Ta. 
i=1 1 


唯一 性 ， 如 果 a= 【 工 q，9, 为 m- 准 素 理想 ， 并 且 P (CT<i 
i 一 ] 
<n) 两 两 不 同 ， 则 P 均 是 极 大 理想 ,从 而 q,(1<is 由) 彼此 互 素 . 


于 是 % 一 二 | 9= 和 9。 并 县 右边 是 。 的 极 小 准 素 分 解 式 。 因 为 
psi<2) 彼 此 不 相互 包含 ， 从 而 每 个 9 均 是 a 的 孤立 准 素 分 
支 。 从 而 由 8 4.1 的 第 二 唯一 性 定理 可 知 {9,…… ,qu} 是 由 a 所 决 
定 的 , 

例 主 理想 整 环 是 一 维 Noether 整 环 的 典型 例子， 我 们 再 
举 一 个 不 是 主 理 想 整 环 的 例子 , 忆 =ZLY 5]. 这 显然 是 Noether 
整 环 ， 设 p 是 尺 的 非 零 素 理想 , 0 关 e+b 5 Ep,a)p 生 Z 则 0 关 
a2 一 502 一 (6 一 5 5) (e+6 5)Ebp， 于 是 | 了 /pls1R/(a2 一 
5 .82)| 一 |a2 一 58212< + oo。 于 是 忆 /p 为 有 限 整 环 ， 熟知 它 必 然 
为 域 ， 从 而 非 零 素 理想 p 必 是 极 大 理想 . 即 dimZ[Y 5] =1， 即 
Z[ 5 ] 是 一 维 Noether 整 环 ， 但 是 不 难 证 明 a=(2,1+T 5) 
不 是 主 理想 ( 见 8 5.3 例 7)， 从 而 ZL 5 了 ] 不 是 主 理想 整 环 . 

一 维 Noether 整 环 尺 对 于 它 的 素 理想 p 的 局 部 化 Rs 是 一 维 
Noether 局 部 整 环 ， 这 是 由 于 :局 部 化 算 子 保持 Noether 性 ， 从 
而 B 为 Noether 局 部 整 环 .由 于 R 的 素 理想 与 妞 的 包含 在 p 之 中 
的 素 理想 一 一 保 序 对 应 , 而 dimR= 1 从 而 与 p 对 应 的 mm=bRp 
就 是 Ra 中 的 唯一 非 堆 素 理想 ， 因 此 dimRyp=1， 即 有 是 一 维 
Noether 局 部 整 处 。 我 们 现在 介绍 一 类 特殊 的 一 维 Noether 局 部 
整 环 ， 叫 作 是 离散 赋值 环 ， 首 先 定义 什么 是 赋值 环 . 

定义 设 届 为 整 环 , 开 是 刁 的 商 域 。 如 果 对 于 五 中 每 个 非 
零 元 素 ac,a 和 a-1 至 少 有 一 个 属于 忆 , 则 称 刁 是 赋值 环 . 

例 1 等 个 域 都 是 赋值 环 。 
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例 2 Zc)(Z 在 素 理想 (2) 处 的 局 部 化 ) ,REz cy(RLz] 在 素 
理想 (fj (xz)) 处 的 局 部 化 ,其 中 &Lx] 是 域 尺 上 的 多 项 式 环 ， 帮 xz) 
为 RELz] 中 不 可 约 多 项 式 ) 均 是 赋值 环 (习题 1) . 

例 3 R[Lzj]j( 域 尺 上 的 形式 震级 数 环 ) 为 赋值 环 ( 习 题 1) 


例 4 已 = [多 [5]](E 为 域 ) 是 赋值 环 (习题 0)， 


例 5 若 尽 为 赋值 环 , 玉 为 下 的 商 域 ,B' 为 环 并 且 玉 三 尽 'E 
玉 ， 则 R' 也 是 赋值 环 . 


引 理 7 设 鼠 为 赋值 乓 , 则 

(1) 五 为 局 部 环 ;(2) 尽 为 整 闲 整 环 . 

证 明 〈1) 我 们 上 只 项 证 明 mm = 尽 一 避 ( 尼 ) 为 吾 的 理想 , 设 a 
ER,zEnm, 则 ayEm( 因 为 其 ay 和 后 m, 则 az ECZ(R)， 从 而 zw6E 
1( 玉 ) ,而 这 与 和 Em= 尼 一 Z (BR) 了 矛盾 )， 因 此 有 msm。， 进而, 设 
zy Em， 如 果 过 或 y=0, 则 显然 > 士 yYGm。 如 果 > 和 yY 均 不 为 
0, 则 z-1y 和 zy- 至 少 有 一 个 属于 刀 . 不 妨 设 zy 天 E 玉 ， 则 z 土 
yy 一 (zyY-! 填 1)yERRmEm， 这 就 证 明了 m 为 忌 的 理想 。 于 是 五 
为 局 部 环 。 

(2) 设 wxS 玉 在 忆 上 整 , 则 有 整 性 相关 方程 c"+pia" 十 …， 
+5=0;0ER,221， 如 果 caE 玉 则 证 毕 ， 如 果 ac 咎 玉 , 则 wa GE 
五 ， 于 是 又 得 出 = 一 (pi+zpaa-1+… 二 ba obD)ERR | 


定义 域 于 上 的 一 个 离散 赋值 是 指 一 个 映射 
2 下 “>Z (下 一 下 一 (0))， 
并 且 满 足以 下 两 个 条 件 : 对 于 *,yE 天 ， 
(GD) >(CzY) 一 六 YY) 二 PCY)， 
(TD) >(z+Y)min(pzCZ) ,py ))。 
注 记 〈1) 条 件 (D) 是 说 ,， 是 乘法 群 五 * 到 加 靶 群 民 中 的 同 
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态 ， 从 而 必然 >(1)=0,7(Z7) = 一 以 YY)， 

(2) 如 果 规 定 >(0) = + co ， 则 可 射 扩 充 为 盖 下 一 ZU{+co)， 
如 果 再 规定 〈+ co) 二 7 一 ?+(+co) 一 (+Tco) 二 (Tco) 一 十 co， 
+ co>%( 对 每 个 整数 ”), 则 扩充 后 的 映射 > 仍然 满足 定义 中 的 条 
件 (D 和 (ID)。 今后 我 们 下 假定 >(0) 一 二 co 

(3) 不 难 验证 ,{>E 天 lv"(z) 盖 0} 是 赋值 环 ， 


定义 ” 整 环 五 叫 作 是 离散 赋值 环 ,是 指 玉 的 商 域 到 存在 离 
散 赋 值 "使 得 及 ={z GE 天 |>(z) 二 0}. 

由 上 面 注 记 (3) 可 知 离散 赋值 环 必 然 是 赋值 环 , 从 而 为 整 财 
的 局 部 整 环 ( 引 理 7 ). 我 们 现在 要 证 明 :离散 赋值 环 和 一 维 Noet- 
her 整 闭 局 部 整 环 是 一 回 事 ， 为 了 今后 的 应 用 ,我们 还 要 证 明 一 
个 更 为 细致 的 结果 ( 引 理 9). 

引 理 8 ”离散 赋值 环 尺 若 不 为 域 , 则 必然 是 一 维 Noether 整 
闲 整 环 ， 

证 明 “只 需 证 明 玉 是 Noether 环 并 且 dimR=1. 设 天 是 五 
的 商 域 ，” 为 到 上 的 离散 赋值 ， 而 已 =LzE 天 jz) 盖 0}。 由 于 
2( 开 ") 是 忆 的 加 法 子 群 ， 从 而 (下 ") 一 ?2Z( 对 某 个 整数 2 盖 0) .如 
果 半 一 0, 则 >( 天 *)=(0)， 而 如 = 五 为 域 ,这 与 题 设 不 符 。 从 而 


n>1. 这 时 易 知 二 v: 天 ">Z，zH 二 (7) 也 是 域 开 的 离散 冉 值 ， 


并 且 对 应 于 二 v 的 离散 赋值 环 也 是 及 ， 由 于 元 >( 开 *) 一 Z。 从 而 


我 们 可 以 一 开始 就 假定 >( 天 ") = 己 ， 于 是 存在 <E 下” ,使 得 (xz) 
一 1。， 易 知 D7( 忆 )=(zE(z) 一 0}， 而 玉 的 唯一 极 大 理想 为 
mm 一 已 一 CC( 情 )= 人 GE 玖 ly(z)>>07=1wE 下 |>(z)>>1)。 于 是 
Enm, 从 而 (z) 三 m， 另 一 方面 ， 对 于 每 个 <cEmy(a)>1、 从 而 
p(a/r)=ofta) 一 >(zr)>0. 于 是 cy/zrER, 从 而 xcEx=(r)， 即 
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S(z)， 于 是 中 -4z)， 进 而 , 设 a 为 已 的 任 一 非 零 理想 ,= 
min{>(z)1zEa， 则 ;! 为 韭 负 整 数 ， 并 且 有 zxzEna 使 得 >(z) 王 
1， 由 于 x/rIEU(BR), 从 而 a(z) = 一 (xz 一 (xz) 而 对 aa 中 每 个 
元 素 c, 均 有 ?>(a)!， 从 而 ce/yE 玉 .于 是 cE(z)， 从 而 0S 
(zz)， 因 此 a=(z) 一 (rr 一 mm 这 就 表明 六 是 主 理想 整 环 ,从 而 
是 Noether 整 环 . 由 于 忍 中 全 部 理想 为 m" (>0)， 从 而 征 是 已 
中 唯一 的 非 零 素 理想 ， 因 此 dim 刁 =1. 和 


引 理 9 设 玉 是 一 维 Noether 局 部 整 环 ,mm 是 的 唯一 极 
大 理想 ,有 = 必 /m， 则 下 面 六 个 条 件 彼 此 等 价 ， 

(CH 司 为 离散 赋值 环 ; 

(2) 羽 为 整 闭 整 环 ; 

(3) 所 为 主 理想 ; 

(4) dims(my/ym2) 一 1); 

(5) 灵 的 非 零 理 想 均 是 岂 的 震 ; 

(6) 存在 zE 忆 ,使 得 五 中 非 零 理 想 均 有 形式 (z")(R> 之 0). 

证 明 在 证 明 这 个 引 理 之 前 , 先 作 两 点 注 记 ， 

(A) 由 于 在 一 维 局 部 整 环 丸 中 ,m 是 如 中 唯一 的 非 堆 素 理 
想 ， 从 而 对 于 Noether 环 丸 中 每 个 非 零 真 理想 a, 必然 Ma 一 mn 
但 是 和 EMax 尽 从 而 由 8 4.2 引 理 14 可 知 a 必然 是 mm- 肉 素 理 
想 , 并 且 在 在 ">1 使 得 ao 三 m”. 

(B) 由 8 4.33 引 理 27 可 知 对 每 个 2 之 0 均 有 mssmn"1+l， 

现在 证 明 引 理 9、(1) 字 (2) :由 引 悍 8. 

(2) 之 (3) : 设 0 近 aEm。 由 上 面 注 记 知 道 有 7m>1 使 得 叫 "S 
(ams 和 芋 (e)。 于 是 有 5Em?2 1 和 后 (ea)， 令 YY 一 4/0E 开 (天 为 
下 的 商 域 ) , 则 2: 咎 瑟 ( 因 xy-5ER3D 一 viaE(a)).， 由 玉 的 整 
闵 性 可 知 z 在 召 上 不 整 ， 从 而 im 本 m( 因 若 xmSEm, 则 吕 
为 忠实 下 [xz 站 - 模 , 并 且 mm 为 有 限 生 成 天 - 模 , 从 而 由 引 理 1L 的 
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(4) 推 得 xz: 在 互 上 整 )， 但 是 zim= 忆 四 三 下 ， 从 而 只 能 xz 


包 一 瓦 ， 即 和 一 (Z). 

(3) 仿 (4): 设 年 = (z), 则 有- 向量 空间 m/m2: 由 生 成 ， 从 
而 dimx(mym2)s 生 1。 但 是 dime(mym2?) 一 0 性 m=m2， 而 右边 
与 注 记 (B) 矛盾 .因此 dims(my/ym2) =1， 

(4) 字 (5), 设 a 是 五 的 非 零 真 理想 。 由 注 记 (A) 知 道 有 7>>1 
使 得 ae 三 m"。 但 是 Rjm" 为 局 部 环 , 唯 一 极 大 理想 是 中, 并且 m" 一 
(0)。 由 84.3 中 的 引 理 27 可 知 R/m" 为 Artin 局 部 环 。 又 由 于 
dimy (mym2)s<dimx(Cmynm2) 一 1， 根据 第 四 章 引 理 28 的 证 明 可 
知 a 为 拉 之 震 。 从 而 % 为 m 之 震 ， 

《5) 字 (6): 由 注 记 (B) 知道 mssm2, 从 而 有 >Em 一 m2， 由 假 
设 (z) =m7，, 这 只 可 能 >=1, 从 而 由 = (z)。 从 而 每 个 理想 均 为 
mx 一 (209( 对 某 个 开 >>0). 

(6) 字 (1) :显然 中 =(z)， 由 注 (B) 知 (zs(z4ID。 从 而 对 
每 个 0SsaE 玉 , 均 有 唯一 的 , 使 得 (a) = (2 .定义 >(a) 一 R. 然 
后 对 于 ca/5E 天 "( 天 为 妊 的 商 域 ,a,2ER) ,定义 >(2AD) 一 2) 一 
>"(2)。 直 接 验 证 如 此 定义 了 函数 ": 玫 *~> 忆 并且 ”是 五 的 离散 赋 
值 , 而 玉 ={zE 瑟 il>(z) 二 0 


例 6 现在 我 们 重新 考查 例 I 到 例 4 给 出 的 赋值 环 。 对 于 任 
章 域 及 ,定义 >": 尼 *->Z 为 取 值 慎 为 0 的 函数 ， 而 >(0) 一 +co. 可 
直接 验证 这 是 域 天 的 离散 冉 信 (通常 称 作 是 域 玉 的 平凡 赋值 )， 而 
瓦 是 羽 对 此 离散 赋 值 的 离散 赋值 环 ， 这 就 表明 每 个 域 均 为 离散 赋 
值 环 。 

考查 有 理 数 域 Q。 如 果 0SzEZ,m2 一 土 p'2/， 基 中卫 为 固 定 
的 素数 ,而 (pw ) =1. 我 们 定义 冯 (na) =t 而 对 0Ssa/EQ,a， 
DEZ ,定义 wa(a/b=2(a) 一 2(9)， 直 接 验 证 w 是 域 Q 的 离散 


， 149。 


紧 值 ,并 且 Zoo= 人 全 ca | PEZDs0 (1 -下 = taeal 


?04)0}， 这 就 表明 Zeo 是 离散 赋值 环 ，y>* 通常 称 作 是 p-adic 
指数 赋值 ， 它 是 代数 数论 中 经 常 使 用 的 工具 . 

设 开 为 域 ,1 sz) 是 RELz] 中 不 可 约 多 项 式 . 由 于 A[z] 是 主 理 
想 整 环 ， 从 而 R[z] 中 每 个 多 项 式 均 可 写成 B(z) 一 COz) (zz)， 


>0,(2 疙 =1. 定义 mr(E(aD)) = 二 而 (名人 ) =w (8) 一 


&g OCX) 
?pr(g80O。、 则 > 为 有 理 国 数 域 RCz) 的 离散 央 值 ， 并且 RLz]c， 是 
对 应 的 离 收 赋值 坏 .。 


对 于 形式 宪 级 数 环 K[[z]], 以 RCCz)) 表示 它 的 商 域 。 我 们 
知道 ,1(z) -ao+ atz+ +anxnT (ERIIz]]) 为 有 ECz]] 中 
单位 所 aoss0。 于 是 R[[z]] 中 非 零 元 素 均 可 唯一 表 成 fCz) 
zi fo(z) ,fo(z) 为 R[[x 了 中 单位 。 定 义 weCfCz))= 世 然后 将 
> 扩充 到 域 R((z)) 之 上 、 即 知 是 ECCz)) 的 离散 赋值 。 而 
&[[x]] 是 对 应 的 离散 赋值 环 . 

最 后 我 们 考虑 例 4 中 的 赋值 环 忌 = [| A[[zz]]。 可 直接 验 


3] 
证 它 的 唯一 极 大 理想 为 mm 一人 《15)E 癌 | 二 2) 常 数 项 为 0}。 它 是 
由 集合 (2z "12>1) 或 者 集合 {zz 12 为 素数 ;生成 的 理想 。 这 不 是 
主 理想 。 从 而 由 引 理 9 可 知 瓦 不 是 离散 赋值 环 ， 


例 7 以 引 理 9 为 背景 ,现在 我 们 构 作 一 个 不 是 离散 赋值 环 
的 一 维 Noether 局 部 整 环 . 我 们 在 引 理 6 的 后 面 给 出 例子 忌 = 了 Z 
[LY 5 ], 它 是 一 维 Noether 整 坏 , 考 虑 五 的 理想 p=(2,1+ W 5 ). 由 
于 /p 只 有 两 个 元 素 0 和 1 从 而 ?为 站 的 极 大 理想 , 而 她 p 为 一 
维 Noether 局 部 整 环 ， 但 是 BR 不 整 闭 ,因为 已 和 BR 的 商 域 均 为 


二 次 域 QTLY ,而 QTY 中 元 素 寺 (14+ 5) 在 Bp 上 整 (六 
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GE+ W 为 厅 一 税 一 5 一 1 的 根 ) 由于 去 (15) 征 如， 
从 耐 刷 不 整 闲 ， 于 是 由 引 理 9 知 Ri 不 是 离散 冉 值 环 。 
习 是 


1. 直接 验证 例 2 到 例 4 均 是 赋值 环 。 

2. 设 4 为 域 玉 的 子 环 ,4 为 4 在 天 中 的 整 闭 包 ,求证 4= 六 { 忆 的 
赋值 环 了 | 3 三 4}. 

3. 设 大 为 赋值 环 但 不 为 七 ， 隶 证 :, 为 离散 赋值 环 人 -> 玉 为 Noether 
环 。 

4. 设 下 为 局 部 整 环 且 不 为 域 ， 刀 的 唯一 极 大 理想 mm 是 主 理想 ,并 且 
n m"=(0)， 求 证 好 是 离 履 帕 值 环 . 

5. 设 天 为 志 ,@ 为 任意 代数 封闭 域 ， 定 义 集合 

了 =-{ (4 万 14 为 到 的 子 环 ，F 4->9 为 环 同 态 }。 
在 了 上 定义 关系 

(4 站 所 (df1) 和 >4E4， 并 且 户 1 = 了 

(1 求证 (了 ,< 入) 是 部 分 序 集合 ， 并 且 ( 卫 , 委 ) 至 少 有 一 个 极 大 元 。 

(2) 设 (B,g) 为 (3, 扫 ) 的 一 个 极 大 元 , 则 如 为 局 部 环 ,并 且 首 = 
Kerg 是 它 的 唯一 极 大 理想 。 

(3) 对 于 每 个 0 所 ae 开 , 则 或 者 由 [o] 六 也 [a], 或 者 下 [ar- 跨 到 
至 [ex- 品 ， 

(4) 互 为 域 达 的 赋值 环 。 [提示 : 对 0 交 <cE 开 。 如 果 血 [oa] 半 BCa)， 
我 们 证 ce 五 , 由 假设 m[a] 包含 在 环 瑟 '= 五 [a] 的 某 个 极 大 理想 m' 之 中 。 
证 明 oo/ 让 下 = m。 由 包含 肌 射 族 导 出 域 的 草 同 态 K 一 Bjm -和 一 Br]my ,并 
且 有 =ErE]， 证明 /有 为 域 的 有 限 扩张 。 由 于 吓 =Kerg, 从 8 有 一 9 
诱导 出 域 的 单 同 态 “区 :有 = B/m -> 口 。 然 后 又 扩充 成 域 的 单 同 态 “ 瑟 : 有 -> 
。 它 与 自然 周 态 ' 一 人 = B'/m' 合成 出 8:B -> 9。 验 证 g'1B=g。 
于 是 由 (Pi;g) 的 极 大 性 推 知 下 = 刀 '， 即 <cEB。 类 似 地 由 mm[e-9 志 
B [ar 得 到 eriEB。 由 (3) 即 知 互 为 天 的 赋值 环 ，] 

6. 设 已 为 区 环 , 则 :好 为 赋值 环 全 六 忆 为 局 部 环 并 且 丑 的 每 个 有 限 生 
成 理想 均 是 主 理想 。 
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8 5.5 Dedekind 整 环 


现在 谈 本 章 的 主题 . 

定义 ”一 维 Noether 整 闭 整 环 叫 作 是 Dedekind 整 环 . 

换 句 话说 ,一 个 整 环 如 是 Dedekind 整 环 ， 是 指 它 注 足 三 
个 条 件 ， 

〈1) dim 怀 =1: 即 刁 不 是 域 并 且 非 零 素 理想 均 是 极 大 理想 . 

〈2) 五 在 它 的 商 域 且 中 整 闭 ， 

(3) 玲 为 Noether 环 ， 
这 三 个 条 件 都 是 不 可 缺少 的 ， 例 如 ， 

例 1 我 们 在 上 一 节 中 给 出 的 刀 =Z[Y 5 ] 是 一 维 Noether 


整 环 ,但 不 整 闵 〈 二 (1+ W5) 在 玉 上 整 但 不 属于 局) 


例 2 对 于 任意 域 有 , 丸 王 ARLzi， za] 为 Noether 整 环 (Hil- 
bert 基 定 理 )， 由 于 忌 [zi,z?] 为 唯一 因子 分 解 整 环 , 从 而 是 整 财 
整 环 . 但 是 有 长 为 2 的 素 理 想 链 0 己 (zl) CC (xiyzo)。 从 而 
dim 五 > 2 (事实 上 我 们 在 第 七 章 将 证 明 dim 如 = 2 )， 

例 3 上 一 节 中 给 出 的 冉 值 环 且 = LU ETs5]] 为 整 闭 局 
部 整 环 ， 瑟 中 每 个 元 素 均 可 唯一 地 表达 成 fxz)= 一 巡 f(z)， 其 中 
a 为 非 负 有 理 数 , 而 fi(z)EZ( 玉 ) ( 即 fo(z) 的 常数 项 不 为 0) 
如 果 我 们 定义 =: 瑚 一 Q，zz( 帮 二 oa。 可 知 玉 的 唯一 极 大 理想 即 
为 mm={tf(z)E 玉 > 人 0}， 对 瓦 中 每 个 真理 想 a， 均 有 
aSm。 如 果 a 关 m, 则 必 存 在 正 实数 c, 使 得 ao={f(z) GE 忆 | 
(四 a} 或 者 a= 人 tf(z)EBRiv(P)>a}。 这 样 的 a 显然 不 是 素 
理想 . 因此 和 m 是 五 中 唯一 的 非 零 素 理想 于 是 dim 五 =1. 但 
是 玉 不 为 Noether 环 ,因为 m 不 是 有 限 生 成 理想 . 


本 节 中 我 们 首先 讲 Dedekind 整 环 的 一 些 重要 性 质 和 刻画 
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Dedekind 整 环 的 各 种 方式 ,然后 给 出 Dedekind 整 环 上 有 限 生 成 
模 的 结构 和 分 类 ,最 后 讲 一 个 重要 的 定理 (定理 11 ) 和 类 和 群 问 
题 . 
先 谈 第 一 个 问题 .通过 前 两 节 的 准备 工作 ,我 们 首先 得 到 如 
玉 的 结 忒 ， 
定理 4 设 忆 为 一 维 Noether 整 环 , 则 下 列 三 条 件 彼 此 等 
价 ， 
(1) 瓦 为 Dedekind 整 环 ; 
(2) 到 中 准 素 理 想 均 为 素 理想 的 项; 
《3) 对 于 每 个 〈0)sspPESpecRR ,BRp 均 为 离散 赋值 环 
证 明 “〈 世 < 和 (3)， 在 定理 4 的 假定 之 下 , 则 
(D)< 和 -> 恬 整 闭 和 > 对 每 个 (0)sSpE Spec 忆 ,及 p 整 闭 〈 引 理 
4) 
所 >(3)( 引 理 9 ,因为 忆 p 为 一 维 Noether 局 部 整 环 ). 
〈3) 邱 >(2) :类 似 地 我 们 有 
〈3) 所 过 对 每 个 (0) spESpec 玉 ,PRp 中 非 零 理 想 均 为 j 召 p 之 
攻 ( 引 理 9) 
邱 > 对 每 个 (0)sPE Spec 尺 ,及 中 ph- 淮 素 理想 均 为 p 之 客 
< 了 >(2). 
注 记 由 于 引 理 9 ,我 们 还 可 以 在 定理 4 中 再 加 上 一 些 等 价 
的 条 件 ,如 
(4) 对 于 每 个 〈0) 兰 PE Spec 忆 ,bpRp 为 羽 p 的 主 理想 ; 
《5) 对 于 每 个 (0) 关 PESpec 忆 ，dims (my/m2) 一 1(m 一 bp 尼 p， 
&=- nj/m) 等 等 . 


由 引 悍 6 ,一 维 Noether 整 环 中 每 个 非 零 理想 均 可 唯一 地 表 
成 有 限 个 准 素 理想 之 积 。 而 由 定理 4 我 们 又 知道 在 Dedekind 整 
环 玉 中 ,每 个 p- 准 素 理想 9 均 有 形式 各 。 考 虐 尼 和 Rp 中 理想 
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之 对 应 关系 ,可 知 当 as2 时 ,PP 二 六 "于 是 我 们 得 到 Dedekind 
整 环 中 一 个 非常 重要 的 性 质 ， 

系 1 在 Dedekind 整 坏 中 , 每 个 非 零 理 想 〈 不 计 因子 次 序 ) 
均 可 唯一 地 表示 成 有 限 个 素 理想 之 积 . 


从 现在 起 ,我 们 谈 Dedekind 整 环 五 中 的 理想 均 指 非 零 理 
想 . 以 7o ( 召 ) 表示 召 中 ( 非 零 ) 理想 全 体 对 理想 乘法 组 成 的 
半 群 . 系 1 表 明 , 它 是 以 Spec 已 一 {0} 为 基 的 自由 交换 么 半 群 . 勾 
元 素 为 理想 〈1)= 已， 多 知 这 样 的 半 群 中 是 有 消去 律 的 ,也 就 是 
说 我 们 有 

系 2 设 0b:c 为 Dedekind 整 环 下 中 的 理想 ， 如果 = 
bc, 则 a=b。 


具有 消去 律 的 交换 么 半 群 1 均 可 扩充 成 交换 群 G, 使 得 G 
中 元 素 均 可 表 成 玉 中 两 个 元 素 之 商 ， 其 作法 和 整 环 扩充 成 商 域 
的 过 程 是 一 样 的 .但 是 对 于 目前 我 们 玉 = 7To( 瑟 ) 这 一 具体 情 
形 ,G 中 元 素 不 仅 为 形式 化 的 等 价 类 a/5 (aa, 58E 开 )， 还 可 以 碟 
以 更 具体 的 意义 ,这 就 是 所 谓 ” 分 式 理想 ”概念 。 这 个 概念 对 于 任 
何 整 环 瑟 都 是 可 以 定义 的 ， 

定义 设 五 为 任意 整 环 ,天 是 它 的 商 域 , 设 丈 是 忌 - 模 的 
的 羽 - 子 模 , 到 兰 (0) ,并 且 存 在 元 素 0 关 aE 尽 使 得 ME 尽 ， 我 
们 便 称 于 是 五 的 一 个 分 式 理想 ， 换 名 话说 ， 忆 的 分 式 理 想 对 
是 商 域 到 中 的 一 个 非 零 集合 , 4 为 忆 - 模 ,并 且 于 中 全 体 元 素 表 
成 九 中 两 个 元 素 之 商 时 可 以 有 一 个 “公分 且 " 6 这 时 ，a24 为 
的 五 - 子 模 , 从 而 5 就 是 五 的 理想 . 

例 4 如 中 每 个 理想 a 均 是 召 的 分 式 理 想 ， 因 为 可 取 4= 
1， 今后 为 明确 起 见 , 刁 中 的 理想 称 作 是 整理 想 , 以 别 于 更 一 般 的 
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创 5 对 于 每 个 元 加 0 呈 acERaji- auB 为 的 分 式 昌 
他 
想 ， 因为 C 瑟 显然 是 了 刁 - 模 ， 并 且 震 C& 一 奋 !280E 有 os0， | 2 就 


是 a 吾 的 一 个 公分 母 :0a 下 三 0 情 三民。 我 们 称 这 种 分 式 理想 (c) 
= 一 Ca 尽 COsaG 玫 ) 为 由 cc 生成 的 主 分 式 理想 当 0 兰 a E 尼 时 ， 
(a) 即 是 主 整 理想 . 

例 6 更 一 般 地 ,五 的 每 个 有 限 生 成 忆 - 子 模 玉 均 是 分 式 理 
想 ， 因 为 著 有 =RRaliT 二 民 ay0saiE 开 (1 委 i 雪 2)， 以 0 
表示 al av 的 一 个 公分 母 〈 如 取 忆 为 ai cn 的 分 母 之 积 )， 
则 peciER (1 s 扫 1 和 0) 从 而 504 = 尼 pal 二 十 瑟 paC 玉 ， 反 过 
来 ,如 果 妨 是 Noether 整 环 , 则 五 的 每 个 分 式 理想 史 也 必然 是 五 
的 有 限 生 成 导 子 模 。 因 为 若 2 型 三 尼 (0 关 pEBR) , 则 2 玉 是 殖 的 
整理 想 . 当 五 为 Noether 环 时 ,5 是 有 限 生 成 的 , 即 8. 一 站 ai + 
十 玉 a，(aiE 玉 )， 于 是 好 三 Ra 二 …+ 玉 os/D 妇 开 是 瑟 的 
有 限 生成 妃 - 子 模 。 所 以 在 忌 为 Noether 整 环 的 时 候 ,“ 尽 的 分 式 
理想 "和 ”五 的 有 限 生成 五 - 子 模 ? 这 两 个 概念 是 一 致 的 . 


现在 仍 设 瑟 是 任意 的 整 环 ,及 为 它 的 商 域 ， 任意 两 个 已 - 模 
通常 是 不 能 定义 乘法 的 . 但 是 如 果 到 和 六 是 下 的 两 个 已 - 子 
模 ， 由 于 妈 和 六 为 五 的 子 集合 而 域 和 中 有 乘法 , 我们 可 以 定 
义 开 和 的 乘积 为 


肖 志 人 后 二 才 人 1 }. 
t=1 
不 礁 验证 开交 仍 是 羽 的 瑟 - 子 模 。 如 果 到 和 六 是 吾 的 分 式 理 
想 , 则 至 尺 也 是 召 的 分 式 理想 (车 <c 和 分 别 为 允 和 的 公 
分 母 , 则 ah 为 型 让 的 公分 脉 )， 从 而 ,车 以 TCR) 表示 全 体 玖 的 


分 式 理 想 组 成 的 集合 , 则 7( 好 ) 对 于 上 述 定 义 的 乘 疲 形 成 交换 勾 
半 群 , 么 元 素 为 〈1) 一 全 . 
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Co 


什么 是 么 半 群 5R 中 的 单位 〈 即 乘法 可 逆 元 素 )? 

定义 丽 的 羽 - 子 模 有 叫 作 是 可 道理 想 , 是 指 存 在 五 的 五 - 
子 模 ,使 得 1 = 五 ， 

注 记 《1) 如 果 妈 是 可 道理 想 , 则 祷 足 玖 六 = 忍 的 环 中 的 
妖 - 子 模 w 当然 也 是 可 道理 想 ,并 且 由 于 

WE(R: 有 )=(RR:1)RB= (RUNERN= 和 


从 而 六 = (好 :到 )。 换 名 话说 ,如 果 开 是 可 逆 理 想 , 则 w 是 唯一 
决定 的 。 我 们 称 六 为 的 道 , 记 为 入 =- 于 是 1 一 
( 刁 :1)， 

《3) 可 逆 理 想 开 必然 是 如 -分 式 理想 。 因为 由 友信 三 尽 可 


知 存在 miEM,yiEN (1<is 站 使 得 1= 开 ziyi。 从 而 对 


每 个 YEM,z= 工 (yy)yi yizEMV=R， 于 是 凡 是 由 
i=1 


zzn 生成 的 好- 模 ， 由 例 6 所 述 可 知 下 是 羽 的 分 式 理想 . 

《3) 回 到 原来 的 问题 , 我 们 现在 可 以 说 , 太 是 半 群 5 好) 中 
的 可 逆 元 所 > 是 可 道理 想 ， 从 而 , 工 忆 ) 为 群 千 > 每 个 玉 的 
分 式 理 想 均 是 可 逆 理 想 ， 我们 下 一 个 目标 是 要 证 明 : 这 又 恰好 等 
价 于 忌 是 Dedekind 整 环 ! 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 首先 证 明 届 的 
分 式 理 想 的 可 逆 性 是 局 部 性 质 , 然 后 再 利用 局 部 结果 . 


引 理 10 设 W 为 整 环 五 的 分 式 理想 , 则 下 列 三 条 件 彼 此 等 
价 ， 
(1 为 可 道理 想 ; 
《2) 形 为 有 限 生 成 刀 - 模 ,并 且 对 每 个 (0)SEP ESpec 加 ,分 
式 模 Mb 均 可 逆 (注意 :Wip 是 天 的 瑟 p- 子 模 , 而 下 为 束 环 )， 
《3) 于 为 有 限 生 成 已 - 模 , 并 且 对 每 个 (0) 关 mE Max 五， 


”41415565 。 


Mn 均 可 逆 。 

证 明 1) 之 (2) :由 前 面 注 记 (2) 知 可 逆 理 想 玉 是 有 限 生 
成 忌 - 模 .并 且 到 (下 : 邓 )= 至 、 作 用 良好 的 局 部 化 算 子 ,得 到 
8h(Rp:Np) 一 如 pb。 从 而 Mb 作为 尽 p- 模 是 可 逆 的 。 

(2) 之 (3) :显然 成 立 ， 

(3) 字 (1): 令 0 一 开 (有 :有 )， 这 是 总 的 整理 想 ， 根 据 假设 ， 
对 每 个 〈0) smEMax 玉 ， 均 有 有 瑟 n 一 Mn(Rn: Mn) 一 am。 (这 
里 用 到 了 到 为 有 限 生 成 已 - 模 , 从 而 到 nm 为 有 限 生成 好 nm- 模 .) 
从 而 a 不 包含 在 任何 极 大 理想 之 中 ( 因 若 asm， 则 am 为 忆 m 
的 真理 想 )， 于 是 a= 忌 , 即 玉 = MB 有 )。 这 表明 对 是 可 逆 理 
想 , 和 


引 理 10 把 问题 归结 为 局 部 情形 ,而 对 局 部 情形 恰好 有 ， 

引 理 11 设 届 为 局 部 整 环 , 则 ， 尺 的 每 个 分 式 理想 均 可 赣 
< 拓 >> 卫 为 离散 赋值 环 . 

证 明生: 我 们 在 引 理 8 的 证 明 中 给 出 离散 赋值 环 忆 的 良好 
结构 : 它 的 极 大 理想 是 主 理 想 四 = (*) ,并 且 刁 中 每 个 整理 想 均 有 
形式 (z7) (rz> 0). 设 开 为 下 的 分 式 理想 , 则 有 0 天 aE 忆 使 
得 a.2 为 整理 想 . 令 a 玉 = (z7)， 则 (ao) 玉 =(z7)。 从 而 (az-) 
就 是 MU 之 着 即 刀 的 分 式 理想 均 可 逆 . 

字 , 由 于 五 的 整理 想 均 为 分 式 理想 .由 假设 它们 均 可 逆 , 从 而 
是 有 限 生 成 的 ,于 是 下 是 Noether 局 部 整 环 . 根 据 8 4.3 的 引 理 27， 
Noether 局 部 环 刃 有 两 种 情形 , m*= (0) 是 不 可 能 的 (因为 玉 是 整 
环 ) ,因此 有 五 了 mm? 了 了 mp 令 m"= 们 mm 这 是 王 


作 一 0 
的 理想 并 且 mm”=m”( 显 然 mm Sm”"， 反 之 关 zxEm”， 则 对 每 
个 之 0 2)Sm"， 由 于 各 可 道 从 而 mt)Em 5 于 是 m 
(ZEm”, 即 (和 Smm2。 从 而 mm Smm”)。 由 中 山 引 理 可 知 
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本 "一 (0) .于 赴 对 忆 中 每 个 理想 ass40)， 必 有 4 之] 3 全 入 0 宇 m"， 
am 1， 于 是 am-2 0 车 m，a mr- DER， 这 就 表明 aa 
m ”一 刁 ， 于 是 a=m“!. 从 而 五 中 每 个 非 堆 理 想 均 可 写成 mn 
之 项 ， 于 是 dim 刀 =1， 再 由 引 理 9 即 知 忆 是 离 族 赋 值 环 . | 


回 到 整体 上 来 我 们 就 得 到 

定理 5 设 达 为 整 环 ， 则 忌 为 Dedekind 整 环 生 之 忆 的 每 
个 分 式 理想 均 可 道 . 

证 明 字 : 若 形 为 刀 的 分 式 理想 , 则 对 每 个 (0)spESpec 已 ， 
到 ?是 如 p 的 分 式 理想 ， 忌 p 为 离散 赋值 环 (定理 4) ,从 而 Wp 可 道 
〈 引 理 11) .又 因为 召 为 Noethner 环 ,可 知 下 是 布 限 生 成 及 - 模 ， 于 
是 由 引 理 10 即 知 开 为 可 逆 的 . 

千 : 玉 的 整理 想 均 可 逆 , 从 而 均 是 有 限 生 成 的 ,这 表明 五 为 
Noether 整 环 ， 对 于 每 个 (0) 关 ESpec 民 ， 令 5 为 吾 p 的 非 堆 整 
理想 , 则 a=b 召 是 瑟 中 可 道理 想 ， 由 引 理 10 知 b== ay 为 斑 p 中 
可 道理 想 ， 于 是 好? 为 离散 赋值 环 ( 引 理 11, 注意 ,Ra 的 每 个 非 零 
整理 想 均 可 逆 , 则 每 个 分 式 理想 也 必 可 逆 )， 最 后 ,由 于 pRp 是 BRp 
中 的 唯一 非 零 素 理想 , 从 而 尽 的 每 个 非 零 素 理想 都 不 会 包含 在 另 
一 个 素 理 想 之 中 。 因 此 dim 瓦 =1， 再 由 定理 4 即 知 忌 为 Dede- 
kind 整 环 . 上 

由 定理 5 和 引 理 10 之 前 的 注 记 (3) ,立刻 得 到 ， 

系 1 设 忌 为 整 环 , 则 : 妃 为 Dedekind 整 环 千 字 忌 的 分 式 理 
想 集合 了 (BR) 为 乘法 群 . 和 

系 2 设 刁 为 整 环 , 则 : 妃 为 Dedekind 整 环 年 宛 忆 的 每 个 非 
零 整理 想 均 可 育成 有 限 个 素 理想 之 积 

证 明 字 ， 由 定理 4 的 系 1. 

所 :根据 系 1 我们 只 圳 证 及 环 的 每 个 非 堆 素 理想 p 均 可 逆 . 
设 bsscEpb, 则 (c) 三 p， 将 理想 (c) 表 成 素 理想 习 积 则 (c) 一 六 
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PSp.。 从 而 有 某 个 交 I<i 和 R) 使 得 PSp。 由 于 (c) 可 道 ,， 因 此 
p 也 可 逆 . 我 们 只 需 再 证 可 逆 素 理想 p 必 为 极 大 理想 , 因为 这 时 
由 P,Sp 推 得 扩 =h, 于 是 为 可 逆 理 想 , 从 而 证 得 系 2. 

现在 证 朋 计 逆 素 理想 六 必 为 极 大 理 想 : 如 果 了 天 不 是 极 大 理 
想 , 则 在 极 大 理想 上 m 使 得 m2p、 取 acEm--p。 则 六 十 妨 a 和 
h,+ Ba 都 是 五 的 真理 想 ， 从 而 有 素 理 想 分 解 式 ， 

HP 十 届 G 一 POP， Di+ 开 a2 一 QQ (1) 
在 整 环 玉 /p 中 ,它们 变 成 :( 有 ) 一 万 已 05) 一 QQ.G.。 其 
中 己 ,Q ,为 吕 /nm 中 的 素 理想 ， 由 于 主 理想 (5) 和 (5 人 可 造 , 从 
而 五 ,Q; 也 是 瑟 /p, 的 可 逆 理 想 ， 并 且 五 2? ,五 2 一 GG，， 
不 妨 设 已; 是 集合 { 五 ,，.… ,五 。} 中 的 极 小 元 ， 由 于 互 ,三 0…. 
Q。， 从 而 五 二 @,( 对 某 个 力 , 同样 有 @, 五 , (对 某 个 科 ,于 是 
万 ;三 CQ ,三 五,， 但 是 由 书 ， 的 极 小 性 可 知 已 ;= 五 ,， 从 而 已 ,一 Q，， 
由 于 已, 是 可 逆 理 想 ,在 己 2 五 2 一 G…G. 式 两 边 乘 以 五 |- 
之 后 , 便 去 掉 一 个 素 因 子 . 如 此 继续 下 去 , 我 们 便 可 证 得 = 2m， 
并 且 适 当 改 变 &, 的 下 标 , 可 使 得 五 =G2a :=Ga(I<sism)， 回 
到 玉 中 便 有 Pi=Q@a=6xs。 于 是 由 (1 式 得 到 pi+ 玉 a2 一 
(Pi 十 已 G), 从 而 PCP+ 瑟 sa 一 (p+ 丽 ac)2Ep2+ 玉 ea。 由 此 推 得 
Pi 一 Hi 十 Pix(P 理 +pia 显然 ， 反 之 对 2EPp 则 5Ep?+ 玉 aa。 于 
是 2=s+7aysEhrE 玉 于 是 ra=2 一 sSEpi。 由 于 c 告 p,, 从 
而 7EHh。 于 是 5Ep+bhia。 即 plGEp?+hbia)。 这 就 是 说 刀 二 h， 
《pi 十 瑟 a)。， 但 是 P 可 赣 ,从 而 瑟 =Pi+ 已 cgSm。， 这 就 导致 矛 
盾 . 于 是 P 必 为 极 大 理想 ， 因 而 也 就 完成 了 系 2 的 证 明 . | 

定义 设 a 和 是 环 召 的 两 个 非 零 理 想 . 如 果 有 玉 的 理想 
“使 得 ac=b, 则 称 a 到 除 ,并 表示 成 a|15. 
系 3 设 尽 是 Dedekind 整 环 ， 非 零 整 理想 a 和 b 的 素 理 


Q 一 昌 B==pie .ho 
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其 中 bp …,p, 是 两 两 不 同 的 素 理 想 ,c，Ap, 关 0( 这 里 我 们 人 允许 c， 
或 局, 为 0, 是 为 了 a 和 的 分 解 式 在 形式 上 出 现 同样 的 pl，…"， 
p.)。 则 

(1) alb 拓 之 ziDC1<Si<s)< 和 > 三 a. 


(2) aa 上 +b=- 于 [pmeeoer>， amnb= [pi “>. 
1 一 上 一] 


(3) 每 个 分 式 理想 开 均 可 唯一 形成 两 个 互 素 的 整理 想 之 商 ， 
即 开 =ab aa 和 b 为 整理 想 并 且 a+b= 五 . 

《4) 每 个 分 式 理 想 均 可 唯一 地 写成 

人 

其 中 Pi …，,p。 为 两 两 不 同 的 素 理想 ,al …，,a, 为 非 零 整 数 . 

(5) 7 了 ( 玉 )( 分 式 理想 群 ) 是 以 Spec 忌 一 10} 为 基 的 自由 交换 
和 群 . 

证 明 (1) 设 alp, 由 定义 可 知 有 整 理想 "使 得 ac=b， 设 
(二 99 为 上 的 素 理 想 分 解 式 ， 则 pi pq 9 一 
bi bo 从 而 由 素 理 想 分 解 式 的 唯一 性 可 知 (9 ，…… ;9 三 
《pi ，hs}。 令 “=b 9 (过 0)， 则 as 和 ai+d 一 有 
(< 入 s)， 从 而 bSa。 反之 若 bSa, 则 ba Saa-!= 玉 ， 因 此 
bo 一 (为 玉 的 整理 想 ， 由 于 ac 一 aa 一 5b。 从 而 al5. 

(2) a+b 是 可 以 整除 as 和 昌 的 最 小 理想 。 amb 是 可 以 被 a 
和 整除 的 最 天理 息 .利用 (1) 即 知 ] peoo 和 Teeoe， 

ii 一 1】 


分 别 满 足 这 两 个 性 质 . 

(3) 设 开 为 下 的 分 式 理 想 , 则 有 0 关 aE 玉 ,使 (e) 开 = 
为 五 的 整理 想 ， 令 (ea)+a 三 cc， (oa) 三 cb 一 ca。 则 由 (2) 可 知 
a 和 是 互 素 的 整理 想 ,并 且 eg 好 = ca。， 从 而 下 =ab-1.， 如 果 又 


有 下 =0“5 一 其 中 a 和 必 是 互 素 的 整理 想 . 令 a= 于 [po= 
一 1 
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]Tp…， 5b=-TTpeose=TTpe (ai eri DB CD0)， 则 ci+ 
=1】 1 二 


1 
有 =a0+pmin(aBN) 一 min(c DO) 王 0， 由 这 些 条 件 可 知 
aa 0 一 51s<i 和 02)， 即 a= 一 ab 一 b/ 

(4) 将 (3) 中 的 整理 想 a 和 "58 展 成 素 理 想 乘 积 即 得 (4) 中 展 
开 式 ， 它 的 唯一 性 是 由 于 a 和 的 唯一 性 ， (4) 中 正 指 数 w; 对 应 
的 素 理 想 之 积 为 4 , 负 指 数 对 应 的 素 理想 之 积 为 5. 

(5) 由 (4) 直 接 得 出 . 让 


最 后 我 们 对 于 Dedekind 整 环 再 给 一 个 模 论 的 九 画 。 

定理 6 设 五 为 整 环 , 则 下 列 三 条 件 徙 此 等 价 ， 

(1) 忌 为 Dedekind 整 环 ; 

(2) 吾 的 每 个 整理 想 均 为 投射 瓦 - 模 ; 

(3) 的 每 个 分 式 理想 均 为 投射 如 - 模 . 

证 明 “〈2) 和 所 字 (3) 是 显然 的 ,因为 对 每 个 分 式 理想 1 ,有 "% 羡 
aER 使 得 ae 为 整理 想 ， 而 < 歼 和 开 作 为 羽 - 模 是 同 构 的 . 

(1) 和 >(3): 根据 定理 5， 我 们 只 需 证 明 ,， 分 式 理想 戏 可 逆 
< 为 投射 刁 - 模 ， 

设 玖 可 道 , 则 歼 歼 天 一 尽 ， 由 于 下 是 有 限 生 成 于 - 模 , 令 
有 = 有 Di+。… 十 玉 D DiE 开 (天 为 吾 的 商 域 )。 则 有 ciEMr- 


(1 委 ; 委 2)， 使 得 1= 史 aibi。 设 三 一 六 el 四 四 及 e, 为 自由 到 - 
1 一 


模 , 则 有 唯一 的 瓦 - 模 满 同 态 廊 五 一 1 ,使 得 fei 一 六 (1 入 is 委 0) 。 
于 是 有 尽 - 横 得 正 合 序列 0 一 攻 erj 一 下 一 及 一 0。 定义 g: 肛 一 下 ， 
8(c)=calel+，… 十 Canen(cEM). 这 是 刁 - 模 同 态 ， 并 且 对 每 
个 cE 开 均 有 JSg(c)= (caiel+ 十 Canen) 一 CaiD1 十 "十 
ax) 一 c， 从 而 Jg=1x. 这 表明 上 述 得 正 合 序列 是 分 裂 的 ,于 是 
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加 兰 弄 仙 Ker 出 于 反 为 舱 宙 站- 模 吾 的 直 和 成 分 ， 从 而 好 为 
投射 五 - 模 . 
反之 , 设 分 式 理想 1 为 投射 瓦 - 模 ， 取 并 二 1 JEw 为 五 

模 末 的 任意 一 组 生成 元 (例如 取 王 = 政 本身)， 固 定 一 个 元 素 
DoE 和 令 下 三 电 8e， 7 2 为 如 楼 满 同 态 ， 使 得 卫 (e,) = 
6(JE7). 则 有 圭 - 模 短 正 合 序列 0->Ker et 由 于 双 
是 投射 已 - 模 ， 从 而 此 短 正 合 序列 是 分 裂 的 。 因此 有 五 - 模 同 术 
E :1 一 已 ,使 得 1g=1lu. 对 于 每 个 JET， 令 Di 五 一 尼 为 已 到 第 
j 坐标 分 量 的 投影 ， 即 p,(》 ,7ie)=7,。 又 令 9=D08g8:M 一 忆 ， 


cc 一 0(2o)， 则 对 每 个 eG 开 均 有 
cc 一 cb0(200) 一 0 (Doc) 一 200;(c)， 
(由 4 为 下 模 问 态 易 知 对 生 个 <E 天 ，zE 王 均 有 0(oz) 
ca0;(Z)，) 从 而 
cfc;1/p0) 一 co; 一 Do0;(c)/D0 
一 0Cc)ER (CTEJID)。 
因此 c,/poE(:M)， 于 是 对 每 个 cE .317， 


ECc) 一 >》 ， 0;(c)e; 一 1 c(Cc;/b0)e， 


ET 7Ewa 
其 中 =1JEJI0Cc) 关 0} 是 有 限 集 合 ， 从 而 
c 一 fg(c)=c》>， (C;/Do)D;， 下 二 (1/Do)D，。 


5EJ1 GEJI 
由 于 c,/poE (好 )， 从 而 必 三 1( 民 :到 )， 而 忍 三 1( 玉 :于 ) 是 显 
然 成 立 的 .于 是 1 ( 忌 : 邮 )= 吾 ， 这 就 表明 1 是 可 逆 的 . 
系 ”每 个 主 理想 整 环 均 是 Dedekind 整 环 . 
证 明 ” 主 理 想 整 环 刀 的 每 个 整理 想 均 是 无 捏 五 - 模 , 从 而 为 
当 出借 ( 见 $2.5)， 因 此 是 投射 模 . 于 是 由 定理 6 知 它 是 Dede- 
kind 整 环 . 时 〈 该 系 也 可 由 Dedekind 整 环 定义 直接 证 明 ，) 


*。 162。 


为 了 得 到 更 多 的 Dedekind 整 环 ,下 一 个 定理 是 重要 的 . 

定理 7 设 尽 是 Dedekind 整 环 , 丸 为 玉 的 商 域 。 瑟 / 玉 为 
域 的 有 限 扩 张 ( 即 域 召 是 域 尺 -E 有 限 维 向 量 空 间 )。 呈 为 五 在 
瑟 中 的 整 闲 包 , 则 万 是 Dedekind 整 环 ， 

证 明 ”这 个 定理 的 证 明 需 要 域 论 的 某 些 知识 . 

《1) 先 设 瑟 /下 是 环 次 可 分 扩张 ， 令 有 为 召 的 代数 闲 包 
(将 对 丸 代 数 的 全 部 元 素 语 加 到 如 上 而 成 的 域 )， 所 谓 吾 是 到 
的 可 分 扩张 ,是 指 存在 着 不 个 不 同 的 嵌 人 ( 即 域 的 单 同 态 )oi: 忆 一 
人 (1<s1 入 1) 使 得 对 每 个 waE 丈 均 有 ai(a)=a(01si 和 2)。 每 个 
有 限 可 分 扩张 如 /至 均 是 单 扩张 , 即 存在 <E 忆 ,使 得 召 = 瑟 (ac)， 
因为 存在 7E 妊 使 得 raED， 并且 下 (a) 一 下 (ra) ,所 以 一 开始 
我 们 不 妨 假定 ecE。， 这 时 ci(a)E2(Cs;i 入 2) 是 2 个 不 同 的 元 
素 ( 因 为 ci(1<i 放 2%) 两 两 不 同 )， 如 果 了 (z)EZ[z] 是 ac 在 域 忆 
上 的 极 小 多 项 式 ， 则 了 (z) =z+ozI+ +a 一 Tc 一 
ca))， 即 ci(e) 均 是 fj(z) 的 根 ， 从 而 om (c) 均 在 玉 上 整 ， 而 
an 为 ai(a)(T<i2) 的 初等 对 称 函 数 , 从 而 也 在 叉 上 整 ， 
但 是 aiE 五 并 且 忆 整 闭 ,从 而 aiERCI<I<2), 即 zz)ERIz]。 

我 们 还 知道 ,1,aya?,.…,a" 1 是 万 -向 量 空间 鸠 的 一 组 基 ， 
从 而 巡 中 元 素 唯一 地 表 成 ?=co+ cic 十 ,十 Cn-1Q” 1 Ci 五 。 
于 是 ci(?) 一 co+clici(a) 二 +cnioi(a)” II， 从 而 


NGy) = (>)， (7) 一 2oi(y) 
并 1 


均 是 cl(c)，……,as(c) 的 对 称 多 项 式 (系数 属于 五 ), 因 此 是 al，…， 
an 的 多 项 式 ( 系 数 属于 下 )， 于 是 N(7)，Z(G7)EZ 我们 称 
N(7) 和 了 (7 分别 是 五 中 元 素 ” 的 范 和 迹 ， 不 难看 出 ， 

〈4) ?paE 瑟 , 则 六 (2 一 NGPD)NCOPa)， CPPI+?2) 一 
(?1D) 十 Cy72)。 
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( 瑟 ) 著 7ED, 则 N(7) (7)ER.( 这 是 因为 : 若 yEDD, 即 
?在 丸 上 整 , 则 ci(7) 均 在 玉 上 整 , 从 而 (7 ) 也 在 五 上 
整 ， 但 是 W(7))ZCDDEE ,而 丸 整 闭 , 从 而 广 (?) ,7C)ER，) 

有 了 以 上 这 些 准备 , 现在 来 证 明 嘱 为 Dedekind 环 . 首先 ， 
对 瑟 中 元 素 和 “二 cia 1l(cE 五 )， 我 们 有 

人 (za7) 一 三 。 Tai ) (0 入 JJ 入 一 1)， (=") 


注意 Ya”…)ER 考虑 方 阵 


(全 (ai ) )0ci ?cn 二 


se 


ol(e)s on(Ca)n 1/ 


( 人 
1 ov(a]… os(a)?1 
由 于 ci;(a ) 两 两 不 同 , 右边 方 阵 的 行列 式 为 Vandemond 行列 式 ， 


从 而 不 为 0 于 是 令 左 边 阵 的 行列 式 为 &, 则 0saER， 而 将 (*) 
看 成 是 以 c， Se 的 线性 方程 组 , 即 解 出 为 


Ci 一 @ ' 王 2 (ya )， dd,E (0 委 ; 委 2 一 1)。 


如 果 zx ED， 则 5a; ED， 从 而 ?za)E 玉 ， 从 而 DEvX-IR， 
由 于 妞 为 Noether 环 , 刀 为 有 限 生 成 玉 - 模 4-!R 的 及 - 子 模 ， 从 而 
九 也 为 有 限 生 成 已 - 模 . 于 是 万 为 Noether 环 ， 

其 次 , 设 9 为 刀 中 非 零 素 理想 ， 取 02xrEdq, 则 fxz) 一 (z 一 
oi(r))，…(z 一 on(r))ERLz]， 从 而 oa(r)，…:on(r)=- 立 Cr -- 


oli(r) 
之 全 
一 一 一生 已 (这 里 我 们 令 cl 为 人 恒 等 嵌 入 )。 又 因 oa Cr ) ，…，aon 


0 ca 人 7) on(7) ED， 从 而 WCGr) ErDESE9， 
令 了 =9 门 瑟 , 则 世 是 忌 的 非 零 素 理想 (因为 0 关 Y(Cr)E9 站 天王 
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p)7， 由 于 已 为 Dedekind 环 ， 从 而 ?为 玉 的 极 大 理想 .因为 五 三 
九 是 环 的 整 性 扩张 ,从 而 9 也 为 刀 的 极 大 理想 ， 于 是 dim 刀 王 1. 

最 后 , 召 中 元 素 均 可 写成 cy/r，aEDD,rE 玉 ED. 因此 媚 是 
的 商 域 ， 而 忆 为 刀 在 尽 中 的 整 闭 包 ， 从 而 忆 是 整 闵 整 荆 ， 综 合 
于 述 , 即 知 刀 是 Dedekind 整 环 ， 

(2) 设 吾 /不 为 纯 不 可 分 的 有 限 扩张 ,并 且 召 关 互 , 这 时 思 的 
特征 为 素数 p。 并 且 有 9g=2'(1) ,使 得 媚 " 三 太 ， 仍 以 表示 
如 的 代数 闲 包 。 则 书 0 = 一 2E212oE 玉 是 驴 的 扩 域 。 忆 2 一 
fc E) 为 百 7 的 子 环 ,并 且 万 三 忆 1. 易 知 天 六 1 一 > 玉 ， 
2r>21 为 域 的 同 构 , 并 且 了 在 忌 27 上 的 限制 给 出 环 的 同 构 如 :1 宕 
也， 于 是 总 11 也 是 Dedekind 整 环 ， 

现在 为 证 忆 是 Dedekind 整 环 ,只 需 证 刀 的 每 个 整 理想 a 均 
可 道 。 将 6 扩充 成 如 7 中 的 理想 0 =4 ra 如 图 所 示 )， 


2 


| 
1749 1 Q/ 


下 妈 
由 于 肆 !/' 为 Dedekind 整 环 ， 从 而 有 好 1 的 分 式 理想 !， 使 得 
ob 一 再 9， 由 于 =aB09b Ri 一 b ;从 而 有 aiEa， 2Eb'， 
使 得 1:== > ,aip1， 
i 一 1 
从 而 1 一 2 0800 二 二 0i0， 其 中 ca Ed 三 外。 
1=- 1 1 一 了 


另 一 方面 ,biE 了 aiE 石 .于 是 ciE8 人 5 一 b,b 是 九 的 分 式 理想 . 
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人 林 9 六 or ddd mh 


从 而 由 1 = > aicoaiEa，ciEb 可 知 ab 刀 ， 但 是 ap 三 瓦 2 


至 一 万 ,于 是 ab= 厂 。 这 就 表明 为 可 道理 想 . 即 万 为 Dedekind 
整 环 , 

(3) 最 后 , 对 于 任意 的 有 限 扩张 至/ 下， 热 知 存在 中 间 域 了 7， 
FE 了 S 刀 ,使 得 了 /下 为 可 分 扩张 而 到/ 为 纯 不 可 分 扩张 . 仿 
8S 为 玉 在 歼 中 的 整 闲 包 ， 则 人 在 妃 中 的 整 亲 包 即 是 瓦 在 到 中 的 整 
闲 包 刀 ,由 (1D) 知 S 为 Dedekind 整 环 , 再 由 (2) 即 知 刀 为 Dede_- 
kind 整 环 ， 这 就 完全 证 明了 定理 7 

注 记 “这 个 定理 对 于 代数 数论 和 代数 几何 (代数 函数 论 ) 是 很 
基本 的 。 这 是 因为 ， 

(D 我 们 知道 ,Z 是 Dedekind 整 环 (定理 6 的 系 )， 设 天 是 Q 
的 有 限 次 扩 域 。Ox 是 己 在 玉 中 的 整 闭 包 ,， 则 由 定理 7 可 知 0x 是 
Dedekind 整 环 ， 通常 称 到 为 代数 数 域 而 Ox 为 域 玖 的 整数 环 ， 这 
是 代数 数论 的 一 个 主要 研究 对 象 ( 详 见 第 六 章 )， 

(ID 设 思 为 域 , 则 &[z] 为 主 理 想 整 环 ， 从 而 为 Dedekind 整 
环 ， 它 的 商 域 为 有 理 函 数 域 K(z)， 设 下 /KKz) 为 有 限 次 代数 扩 
张 ,Ox 为 玉 [z] 在 天 中 的 台 闭 包 ， 由 定理 7 知道 0 为 Dedekind 
整 环 ， 通 常 称 这 里 的 天 为 草 变量 的 代数 函数 域 ， 它 是 代数 几何 中 
某 个 代数 曲线 的 有 理 国 数 域 ( 详 见 第 天 章 )， 而 对 Dedekind 整 环 
0u 的 分 析 则 与 研究 代数 曲线 的 覆盖 和 分 压 性 有 直接 联系 . 


现在 我 们 谈 第 二 个 题目 ,Dedekind 整 环 上 有 限 生 成 模 的 结构 
和 分 类 问题 . 我 们 在 8 2.6 中 给 出 主 理想 整 环 上 这 个 问题 的 完整 
结 采 :在 Dedekind 整 环 上 我 们 也 有 非常 类 似 的 完整 结论 . 

引 理 12 ” 设 召 是 Dedekind 整 环 ,MW 为 有 限 生 成 无 捏 忆 - 模 . 
则 

41) 开 同 构 于 基 个 五 "的 五- 子 模 。 
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(2) 及 作为 尺 - 模 同 构 于 尽 中 有 限 个 整理 想 的 直 和 ， 

《3) 到 是 投射 五 - 模 。 

证 明 (1 设 到 = 丽 i + + 下 2 不 妨 设 开关 (0) ,fa 
2 } 为 {o 2) 的 一 个 极 大 五 -线性 无 关子 集合 , 则 自由 厂 - 模 
六 = 巨 U 四 … 四 及 vs 为 开 的 子 模 。 另 一 方面 ,对 于 每 个 J/1， 
{xwsriy2i Us 均 是 己 -线性 相关 的 。 从 而 有 不 全 为 0 的 5E 
瓦 使 得 doi+ 十 dos+d2d 一 0。 由 于 妇 ,2 线性 无 
关 可 知 df+; 关 0， 并 且 qu 一 一 (qi 十 dool)EN。 令 
aq=doH dgrs0, 则 dd 有 三 X， 但 是 我 们 有 忆 - 模 同 构 到 q24 ， 
zhzdz ,而 4dMSEN, 从 而 对 同 构 于 自由 模 六 的 子 模 ,X 兰 五 

《2) 由 (1) 知 形 为 某 个 自由 羽 - 模 玉田 四 刀 v 的 子 模 . 
妆 s 一 1 时 ,到 同 构 于 尽 的 六 - 子 模 , 即 到 同 构 于 已 的 某 个 理想 ， 现 
设 命题 对 过 s 一 1 均 成 立 , 令 人 9= 尼 2o0 四 四 有 这 是 下 2 
四 … … 申 尺 xz, 的 子 模 . 沽 虑 如- 模 同 态 2: 末 一 玉 ，Prielt 十 十 7seo) 
-=7:。 则 a=2p(MN ID) 为 召 的 理想 .六 =Ker2p 为 3 的 子 模 . 并 且 有 
尼 - 模 短 正 合 序列 0 N 一 Ma->0 .由 于 na 是 投射 至 - 模 , 从 而 允 
兰 六 四 a。 和 而 由 归纳 假设 ,S( 人 类 瑟 和 ) 的 子 模 祥 同 构 于 有 限 个 理想 
的 直 和 ,从 而 ME 六 四 也 是 如 此 ， 

(3) 根据 (2), 我 们 有 五 - 模 同 构 形 兰 ao, 四 … 四 0, 均 为 己 
的 理想 ,从 而 a; 均 是 投射 玉 - 模 .于 是 玉 也 是 投射 尺 - 模 、 让 

由 此 可 证 明 与 主 理想 整 环 情形 完全 一 样 的 一 个 结果 ， 

定理 8 设 刀 是 Dedekind 整 环 , 开 为 有 限 生 成 五 - 模 , 人 (到 ) 
为 玫 的 捏 子 模 , 则 存在 歼 的 无 扭 子 模 开 /使 得 开 = 开 (到 ) 田 W 

证 明 ”我 们 有 五 - 模 短 正 合 序 列 0 一 人 (好 ) 一 有 一 有 /TCD) 
一 0， 而 天 /了 ( 妈 ) 是 无 扭 的 ,从 而 由 引 理 12 知 好 /7( 太 ) 为 投射 
好 - 模 。 于 是 这 个 短 正 合 序列 是 分 裂 的 。 从 和 责 困 邓 ) 是 型 的 真 和 
成 分 . 即 存 在 戏 揭 子 模 于 /使 得 开 王 2() 电 有 开 /。， 而 到/ 空 
JIAT(U ) ,从 而 开 / 是 开 的 无 扭 子 模 .下 
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注 记 形 ' 不 是 唯一 决定 的 ， 但 是 若 又 有 列 =(M) 四 到 
则 到 “和 妈 “ 同 构 ， 


定理 8 将 问题 化 为 扭 横 和 无 所 模 两 种 情形 ， 先 次 无 扭 模 的 情 
形 .在 主 理想 整 让 上 的 有 限 生 成 无 扯 模 均 是 自由 模 .而 在 引 理 12 中 
我 们 证 明了 ,Dedekind 整 环 上 的 有 限 生 成 无 扭 模 是 玉 中 有 限 个 理 
想 的 直 和 。. 但 这 还 不 是 最 后 结果 ,为 了 给 出 进一步 的 结构 和 分 类 ， 
我 们 需要 下 面 引 理 ， 

引 理 13 设 ol,as 是 Dedekind 整 环 丸 的 两 个 非 零 理想 , 则 有 
五 - 模 同 构 a: 中 aa 兰 忆 四 aiq 

证 明 引 理 13 的 证 明 依赖 于 一 个 技术 性 的 结果 :我 们 证 明 存 
在 ciEoai,azEoz,DEailboEazl 使 得 aibi+ asb=1。 方 法 是 ， 
任 取 0 关 azEaz, 则 aza5 三 aa05l 一 尼 , 从 而 aaaz 为 玉 的 整理 想 。 如 
果 aza? 王妃, 则 有 baEa3l 使 得 az%s 王 1， 于 是 取 ai 一 下 =0 即 有 
aibi+ az02 二 1， 如果 asaz 关 已 , 则 asa5! 是 玉 的 非 零 真 理想 。 从 而 
a203 一 PH 其 中 中 和 为 玉 的 两 两 不 同 的 素 理想 ,ac,>1， 
取 ciEaipi pipep 一 0lpl jp (T<is 念 ， 则 eiail 均 为 
至 的 整理 想 ,并 且 

coT Shi( 当 ij 则 )，c0i! 生 p (1<i<1。 
令 ai 一 ci+ 二 50 则 由 以 上 两 式 可 知 ciai: 本 Psi 生 分 。 由 于 
ciEoiLsi<s 力 ,从 而 aoEal, 即 aiail 是 整理 想 ， 注 意 azazl 的 素 
理想 因子 Pi(IT 私 is 所 均 不 是 aioii 的 因子 ， 从 而 aaai! 和 aiai! 是 互 
素 的 整理 想 . 因此 5ciail+ azqil 一 眉 。 这 就 表明 存在 六 Earl: 和 
pzEoa5l! 使 得 aib1: + azpz 一 1。 
现在 作 了 映射; 
f :00 中 a2 一 忆 @aiaz， f (zza)=Caba 人 ( 机 
2 1 


一 (D1X1 十 ba7250122 一 2701)， 
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CGI @G2， 
g :了 中 aaa->al 四 az， 8 Coy 一 (yya 人 ,| 
一 2 0 


一 (G1Y1 一 02y2y 02y1 士 DiIY2)。 
了 和 8& 均 是 玉 - 模 同 态 ,并 且 可 直接 验证 它们 互 赣 . 从 而 有 尽 - 模 
何 构 中 @a 估 瑟 人 ala. 


定理 9 《〈 无 扭 模 情形 ) 设 刀 为 Dedekind 整 环 ,下 为 忆 的 商 
域 。ai,5, 是 好 的 非 零 理 想 , 则 下 列 两 条 件 等 价 ， 

(1) 0 四 四 mw 兰 四 … 四 0。( 怀 - 模 同 构 ); 

(2) % 一 和 并且 存 在 DSSeE 开 ,使 得 of os = (a)b pn。 

证 明 根据 引 理 13 我 们 有 有 有. 模 同 构 0ai 四 …Go,= 
严 "” 1@0) 5 四 :由 中 一刀 ”II 申 b 其 中 0 一 0 0 一 bi pv， 

(2) 之 (1); 如 果 = 冯 并且 a=(c)b, 则 有 瑟 - 模 同 构 a= 
(a)b8s5。 于 是 用 :Go= 玉 " :四 b， 

(1) 字 (2) :假设 BIGosRn-I1Gb， 令 3S= 五 -{(0}3， 对 于 
下 的 每 个 非 零 理想 enSsC， 从 而 91!c= 玉 。 于 是 
后 (再生 四 中 社民 "SI 下 ”和 电 0) 兰 乓 ”这 就 得 出 = 和 ， 于 
是 有 玉 - 模 同 构 Rn-IGas Rn-1G0。 设 其 互 逆 的 导 - 模 同 构 为 
fi: Ri@asRn1G60 和 :R" -13R"-1Ga。 转 到 对 乘法 集 
S= 玉 一 (0} 的 分 式 柜上 之 后 , 便 有 天 -向 量 空间 同 构 了 :天 "! 四 天 
宝 "的 及 和 区 : 玉 ": 细 斑 一 ! 电 开 ， 其 中 了 和 有 分 别 是 了 和 
度 的 限制 映射 ,并且 了 和 8& 互 选 ， 令 各 和 G 分 别 是 了 和 人 的 变换 方 
阵 。 则 对 每 个 aE a, 我 们 有 

1 0 站 0 妈 


01064 Y11 yl 0 
0 | 
0 0 0 1 多 yn 1 "Yat-1 D， 
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ee 让 


其 让 EU) yoE 忆 ,两 过 取 行 列 式 可 知 a: (detF)Eb， 
于 契 (detF) asSb。 同样 地 有 (detC)bSa。 但 是 det 已 ,det QG = 
det(E G) 一 det(7) 王 1。 从 而 aSs(detG)5b, 即 a=(detG)b， 取 
wa 一 detG, 则 0scE 开 ,而 aa 一 (xc)6. 和 


现在 谈 扭 模 情 形 .。 首先 需要 一 个 有 趣 的 引 理 . 

引 理 14 只 有 有 限 个 素 理想 的 Dedekind 整 环 五 必 为 主 理 
想 整 环 . 

证 明 设 正 ……,p, 为 已 的 全 部 非 零 素 理想 。 对 中 的 每 个 整 
理想 a :不 妨 设 ass(0), (1。 则 oa 一 pp (wz 关 0)。 取 
0 EQpbi PP 一 bb 和 22)，Q 一 CI 十 十 0， 
可 象 引 理 13 的 证 明 中 一 样 证 得 aa-1:= 忌 。 于 是 a=(a)。 即 尽 为 
主 理 想 整 环 . 上 

定理 10 〈 捏 模 情形 ) 设 已 为 Dedekind 整 环 , 玉 是 有 限 生 
成 的 扭 妃 - 模 , 到 关 (0)， 则 

《1) 存在 召 的 空 个 理想 0 召 关 ao: 三 a? 宇 … 宇 om 兰 (0)， 使 得 
到 兰 刁 /0 四 …@ 昌 忆 /aq( 忆 - 模 同 构 ). 

《2) 灾 和 al :an 是 由 开 所 唯一 决定 的 . 

证 明 (1) 设 下 = 瓦 二 十 瑟 如 (之 1 .由 于 2 均 为 招 元 


素 , 从 而 Ann(zi) 关 (0). 于 是 Ann() = 们 Ann(wi)s 关 (0). 又 因 
fs 
为 琢 关 (0), 从 而 Ann( 民 ) 为 召 的 真理 想 . 令 {pb……，p,} 为 Ann( 对 ) 


的 全 部 素 理想 因子 , 则 >1. 令 38= 忆 -Up,= 和 们 (一 中， 这 
一 1 


1 一 1 
是 刀 的 乘法 集 ， 于 是 i 站 3= 人 (1 和 i 私 7) ,而 对 每 个 共 他 的 非 零 
束 理想 bp,p 人 3s< 纪 (由 于 b,pi,……,p, 是 两 两 互 素 的 ,由 中 国 剩 
余 定 理 可 知 存 在 YE 玉 使 得 zy=0(mnod p),z=1(mod 5)(1 委 ;去 
7) ,于 是 xzEGpPS.) 因 此 分 式 环 瑟 一 -1 玉 中 只 有 有 限 多 非 零 素 
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理想 piRs(Isisr)。， 但 是 尺 s 也 是 Dedekind 整 环 , 从 而 由 引 理 
14 斌 知 怪 。 是 主 理想 整 环 ,而 开 。 一 S- 到 一 尼 二 二 于 sa 
是 有 限 生成 的 扭 玉 。- 模 ， 利 用 主 理想 整 环 上 的 结果 , 即 知 
形 。 宕 尼 s/0 四 四 下 /6 下 s 羡 旺 ba 三 之 bs(0)， 
Ann( 有 Ms)=bo)b; 均 为 忌 s 的 理想 . 对 于 每 个 元 素 4aES，(a) 与 
Ann(1) 互 素 ， 从 而 5 为 /Ann( 开 ) 中 的 单位 ,所 以 有 已 - 模 同 
构 ( 尼 /Ann( 玉 ))s 兰 忆 /Ann( 到 )。 于 是 又 有 尽 - 模 同 构 
MsACAnn( 玉 到 兰 玉 加 于 (已 /Ann( 了)) 
兰 于 @as(/Ann( 开 ))s 兰 MDs(RRsOa(R/AAnnD))) 
兰 ( 机 @R)@nsRIAnn(CN)) 兰 M QQe(BRJ/Ann( 于 ))， 
记 0 王八 玉 ,这 是 尽 的 理想 ,并 且 RRssata 了 an 关 
(0)， (ai)s=biAnn( 玉 ) 一 (Ann( Ms)) 一 一 am. 于 是 又 有 羽 - 
模 同 构 
民 /ai 兰 ( 瑟 /0)/Ann( MD) (RER/a) 宕 RaiQ@R/Ann(CM) 
兰 ( 忆 /ai)s 四 (BAnn()) 估 妨 sbGnRAAnn(CM )。 


从 而 了 = Ms@ (CRB/Ann( 了 ))=( 的 Rs/8, )@s(CR/AnnC2D)) 


= 四 (Rs/]/0@ PRP/Ann( MD)) = 四 R]ai。 

(2)m 由 Ms 决定 ,从 而 由 和 Ann() 决 定 , 于 是 仅 由 
决定 。 另 一 方面 , bj …，,b。 也 是 由 ss 决定 的 , 从 而 a 一 Bi 人 瑟 
(1<;i<r) 也 是 由 五 - 模 歼 所 决定 的 . 

定理 9 和 定理 10 完整 地 解决 了 了 Dedekind 整 环 上 有 限 生 成 
模 的 结构 和 分 类 问题 . 


最 后 谈 谈 Dedekind 整 环 的 类 群 问题 .我 们 已 经 证 明了 ， 主 
理想 整 环 均 是 Dedekind 整 环 。 下 面 例子 表明 反 过 来 不 必 成 立 . 

例 7 考虑 圳 瑟 =Q(CY 一 下 。 设 Q 是 它 的 代数 闲 包 . 则 ai: 
Q (Y 一 5)->Q(=12) 是 两 个 不 同 的 庶 入 ,其 中 ci 为 恒 等 秘 入 ， 
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而 cx(c+6Y 一 5)=c 一 ApY 一 5(c,6cEQ.QCY 一 5)/Q 是 二 
次 扩张 .根据 定理 7 可 知己 在 Q(Y 一 5) 中 的 整 闭 包 Or 是 De- 
dekind 整 环 .我 们 现在 决定 Ox: 互 的 元 素 均 可 唯一 地 琴 成 w+ 
6 一 5,x;,6EQ,， 它 的 范 和 迹 分 别 为 ez+562 和 2 c. 如 果 w+A 
yY 一 5EOx，, 则 a+582 和 2ca 均 属 于 之 ， 由 数论 知识 可 知 w， 

6EZ. 反之 , 若 c,6EZ, 则 wa+p 一 5 是 首 一 多 项 式 z? 一 2 az 
+ea2z+5 82=0 的 根 ， 从 而 <c+8Y 一 5EOr。 这 就 证 明 Ox={ta+ 
6 一 5la,p8EZ)=Z[Y 一 5。 于 是 ZCY 一 5] 为 Dedekind 整 
环 ,但 它 不 是 主 理想 整 环 ， 比 如 (2,1+ 二 5) 就 不 是 主 理想 。 因 
考 (2,1+1 二 5)= (aea+DbVY 二 5),a,DEZ, 则 有 ec,dgEZ 使 得 2= 
(e+5T 一 5) (e+dy 一 5), 取 范 则 4= (e2 上 582) (cz 十 5 cd2)。 

这 只 可 能 a= 士 2 履 一 0、 从 而 (2,1+W5)=(2)。 但 这 是 不 可 能 
的 ， 因 为 1+5 夭 (2). 总之, Z[ 一 5] 为 Dedekind 整 环 但 
不 是 主 理想 整 环 . 


这 就 使 我 们 产生 了 一 个 问题 : 何 时 一 个 Dedekind 整 环 是 主 
理想 整 环 ? 或 者 更 一 般 了 地, 如果 Dedekind 整 环 不 是 主 理 想 整 环 ， 
如 何 来 衡量 它 与 主 理想 整 针 相 差 的 程度 ? 这 就 是 所 谓 "理想 类 群 ” 
的 概念 . 

我 们 知道 ,对 于 每 个 Dedekind 整 环 瓦 , 忌 的 全 部 分 式 理想 形 
成 乘法 群 7(R) .不 难看 出 ,其 中 主 分 式 理想 形成 它 的 一 个 子 群 
P(CRB)CCcz)C8)=(ap),(a) =(a 0))， 叫 作 是 瑟 的 主 分 式 理想 
群 . 它 们 都 是 交换 群 ,其 商 群 C(B) 三友 R)/P( 玉 ) 叫 作 是 忆 的 理 
想 类 群 ， 每 个 分 式 理想 a 在 C(B) 中 的 象 , 叫 作 是 a 所 在 的 理想 
类 . 于 是 两 个 分 式 理想 aq 和 b 属于 同一 个 理想 类 , 当 且 仅 当 它们 相 
差 一 个 主 分 式 理想 , 即 存在 0SSaE 互 (到 为 刁 的 商 域 ) ,使 得 a= 
(ca)D。 特 别 地 ， 
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C( 忆 为 一 元 群 和 所 字 7 了 及 ) 一 已 ( 忆 ) 和 拓 字 下 的 每 个 分 式 理想 均 
是 主 分 式 理想 和 六 天 的 每 个 整理 想 均 是 主 理想 所 -> 五 为 主 理 想 整 
环 . 

于 是 ,CC) 的 大 小 可 以 用 来 衡量 Dedekind 整 环 妨 与 主 理想 
整 环 相距 程度 ， 代 数 数论 的 一 个 重要 结果 是 ， 如果 天 是 代数 数 域 
( 即 改 为 Q 的 有 限 次 扩张 )，Ox 是 玉 的 (代数 ) 整 数 环 ( 即 工 在 玫 中 
的 整 闲 包 ), 则 Dedekind 整 坏 Ox 的 理想 类 群 C(Ox) 必 是 有 限 交 
换 群 . 记 44 五) 为 有 限 群 CCOx) 的 阶 数 , 称 作 是 代数 数 域 二 (或 者 
Orx) 的 理想 类 数 ， 对 于 类 和 群 C(Ox) 和 类 数 万 ( 正 ) 的 研究 ,是 代数 数 
论 中 心 议题 之 一 . 

我 们 说 过 ，Ganuss 和 Kummer 等 人 对 于 环 中 元 素 分 解 问题 感 
兴趣 ， 比 如 ,Gauss 研究 过 环 Z[Y 一 1]， 他 证 明了 这 个 环 中 也 象 
整数 环 之 那样 ,每 个 元 素 唯一 地 分 解 成 有 限 个 “素数 * 的 乘积 ， 有 具 
有 这 类 性 质 的 环 就 是 我 们 在 近世 代数 中 学 过 的 唯一 因子 分 解 整 
环 . Kummer 于 1847 年 证明” 了 著名 的 FEermat 猜想 ,就 是 他 假 
定 了 代数 数 域 下 的 整数 环 Ov 均 是 唯一 因子 分 解 整 环 .。 但 这 是 不 
对 的 .然而 入 ummer 引进 了 “理想 ?这 一 重要 概念 。 我 们 在 第 六 
章 还 要 提 到 这 段 往事 ， 现 在 的 问题 是 : 何 时 一 个 Dedekind 整 环 
是 唯一 因子 分 解 整 环 ? 

如 果 Dedekind 整 环 五 的 理想 类 数 为 1, 则 丸 为 主 理想 整 环 ， 
从 而 妃 也 是 唯一 因子 分 解 整 环 .因为 我 们 在 近世 代数 中 学 过 ， 每 
个 主 理想 整 环 必 然 是 唯一 因子 分 解 整 薄 ， 一 般 来 说 ， 唯 一 因子 分 
解 整 环 不 必 是 主 理想 整 环 ( 比 如 环 RLz,y],， 其 中 开 为 域 就 是 这 样 
的 例子 )。 可 是 ,我 们 现在 要 证 明 :如 果 瑟 已 假定 是 Dedekind 整 
环 , 那 末 如 果 玉 又 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 它 就 一 定 是 主 理想 整 环 ， 
换 句 话说 ,对 于 Dedekind 整 环 鼠 , 理 想 类 数 为 1 也 是 瓦 成 为 唯一 
因子 分 解 整 环 的 充 要 条 件 . 

定理 11 如 果 瑟 为 Dedekind 整 环 ,并 且 又 是 唯一 因子 分 解 
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整 环 , 则 忆 是 主 理想 整 环 ， 
证 明 设 a 为 中 的 非 零 理想 ,a 一 已 al 二 十 瑟 a。 由 于 a 可 


内 


道 ; 从 而 1= > ,aipDEarIE 开 (下 为 五 的 商 正 ). 令 D; 一 ci/ 0 ,， 


1 

cp00E 甩 (cd0D= 划 (注意 : 唯一 因子 分 解 整 环 中 存在 着 元 素 整 
除 性 ,最 大 的 因子 (co dg0 积 最 小 公 倍 元 [cu di] 这 些 概 念 ). 由 于 
(cya) arcEariaS 忆 而 (cd)=1 因 此 wja,(1s<i 7 和 2)。 记 
2=[d 09) 则 do 人 ssS0)。 从 而 asE(q) (Ts 了 J 委 %)， 
既 aS(d)， 另 一 方面 ， 


qd 一 . ES 
= 1 一 1 

(因为 wuEa;cod/diE)， 从 而 (qd)S0。 于 是 a=(d)， 即 尺 是 

主 理想 整 环 . 


习 题 
(以 下 忆 为 Dedekind 整 环 , 玉 是 了 的 商 域 ) 
1.， 设 oa,8 为 九 的 分 式 理想 。 如 果 ba-' 为 整理 想 ;, 则 称 a 整除 5, 并 表示 成 
aij5， 求证 
(1)alb< 拓 人 ax 三 8。 
(2) 设 0 二 08 pp 一 pp 其 中 中 ，p, 为 万 中 不 同 的 非 堆 素 
理想 ,cpPEZ， 则 ab 和 >ci< 委 0(01 委 ; 委 *)。 
2、 设 a;,8 为 九 的 两 个 分 式 理 想 。 求 证 (a 十 b) CaA5)=a6。 
3. 设 (0) 关 PESpec 万 ,为 分 式 理想 ， 求 证 
(1 存在 唯一 的 整数 使 得 Da 和 "站 aa。 (后 者 表示 j 二 不 整除 a)。 记 
这 个 为 ?(a)， 
(2)"p(a 二 bp) 一 min(p(ao),zp(5))， 
>p(a 六 pmax(Czp(a),p(Cb))， 
2p(a6b) 一 pa) 十 2?p(Cb)。 
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(3)a= 工 六 PP(a) (有 限 乘 积 ). 
(0)sS:pESpecDD 


4. 设 万 为 Dedekind 整 蒜 ,S 为 万 的 乘法 集 ,0 冬 3S。 如 果 3-:D 不 是 成， 
则 一己 也 是 Dedekind 整 环 。 
5. (1) 证 明代 数 数 域 有 一 QGI0) 的 代数 整数 环 为 Or =ZLI 10]。 
(2) 证 明 忆 [AI10] 不 是 主 理想 整 环 。 


6. 证 明 Q(G 二 3) 的 代数 整数 让 为 二 卫 (L+IY 二 3) 


7. 求证 忆 的 每 个 分 式 理想 均 可 唯一 地 表示 成 两 个 互 素 整 理想 之 商 ， 

8. 设 玉 为 整 环 。 求 证 , 尽 是 Dedekind 整 环 人 之 玉 为 Noether 整 所 整 环 
并 且 对 忆 的 每 个 非 零 理 想 0, 尽 ]a 均 是 Artin 环 。 

9. 设 a 为 万 的 非 零 整理 想 , 求 证 DP/a 为 主 理想 环 。 

10， 求 证 万 的 每 个 分 式 理想 均 可 由 两 个 元 素 竺 成 。 

11. 《中 国 剩余 定理 ) 设 0 …q 为 刀 中 的 获 理 想 ，a anED7. 
求证 方程 组 

z=ai(modai) 《1<: 短 2) 

在 D 中 有 解 的 充 要 条 件 是 ,对 每 组 间 jG 委 i< 和 ma 一 ai(moda 士 0;)。 
[提示 ,证 明 忆 - 模 序列 已 号 四 Dja 风电 。 DA/ 二 oa) 是 正 合 的 ,其 中 
p(a) 一 (Ga 十 0 GT 二 an)，(aED) 

殷 (a 十 aaa 十 as) 一 (ai 一 0 十 (Qi 二 0))ictcrcs 。] 

12. 设 a 和 8 分别 是 万 的 分 式 理想 和 整理 想 。 求 证 在 在 0 夭 eE 瑟 ,使 得 
aa 于 一 万 。 

13. 设 下 为 有 限 生 成 扭 刀 - 模 。 

(1) 对 万 的 每 个 非 零 素 理想 !p, 求 证 MHp= (YE 对 存在 2 之 0 使 得 D"z= 一 (0)} 
是 歼 的 五 - 子 模 。 并 县 车 症 为 刀 的 一 非 零 素 理想 , P 关 p,， 则 2p 门 3zp = 
(0)。 

(2) 求 证 好 唯一 地 表示 成 有 限 直 和 , 导 = 申 ap 

(0) 闪 和 SpecDD 

14。 设 下 为 整 环 , 玫 为 玉 的 商 域 。a 和 b 为 下 的 分 式 理 想 , 太 a->p 旦 忆 - 横 
问 坟 。 求 证 存在 ce 天 乍得 几 a) = ca( 对 每 个 aEa)， 于 是 了 或 为 起 问 态 或 为 
单 同 念 ,特别 邮 ,as 兰 5( 情 - 模 同 构 ) 所 > 存在 0 条 CE 五 使得 ao 一 2。 


9 和 or 


15， 令 天 =Q (OAz 一 [)，0x 为 Q[z] 在 域 下 中 的 整 用 和 包 。 
(1) 试 决定 Or ,并 证 明 Or 是 Dedekind 整 环 . 
(2) 将 Ox 中 理想 (xz 一 2)Ox 分 解 成 素 理想 之 积 
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第 六 章 ”代数 敌 和 代数 整数 环 


为 了 避免 使 读者 陷 人 空 泛 的 概念 之 中 ， 我 们 在 这 一 章 里 介绍 
交换 代数 的 背景 性 材料 ， 即 介绍 代数 几何 与 代数 数论 的 初 步 知 
识 ， 这 里 的 介绍 是 粗浅 的 ， 对 某 些 较 次 和 的 内 容 我 们 只 作 了 某 些 
描述 性 的 论述 ， 详 细 而 充分 的 讨论 则 属于 代数 几何 和 代数 数论 专 
门 范 围 ， 我 们 的 目的 主要 是 试图 通过 这 些 基 本 材料 使 大 家 了 解 
到 ,交换 代数 这 门 学 科 起 源 于 代数 几何 与 代数 数论 的 研究 ,并 为 这 
现 门 学 科 的 深化 提供 了 有 效 的 工具 ， 从 而 极 大 地 促进 了 这 两 门 学 
科 的 发 展 ， 


$ 6.1 代数 集合 与 代数 禾 


先 谈 代数 几何 。 设 玉 为 域 ,fiCz za) ER no](1 
si 委 台 )。 代 数 几何 的 最 基本 问题 是 研究 代数 方程 组 
jz oo)=0 (1 入 和 委 和 2) (1) 
在 域 忆 中 解 的 性 质 . 如 果 六 均 是 一 次 多 项 式 ， 这 就 是 线性 方程 
组 ， 我 们 有 相当 完整 的 解 域 上 线性 方程 组 的 理论 一 一 线性 代数 . 
当 放 的 次 数 大 于 工时 ,研究 代数 方程 组 (1) 的 解 (如 解 的 存在 性 ， 
如 何 刻 画 全 部 解 ， 如 何 将 解 集合 作 适 当 分 类 等 ) 是 很 不 简单 的 问 
题 ， 例 如 考虑 方程 所 十 %y 一 1 (7 为 大 于 2 的 自然 数 ,这 是 平面 上 
一 条 代数 曲线 )， 在 实数 域 上 我 们 不 难 把 它 的 全 部 实数 解 用 参数 
表达 出 来 . 但 是 在 有 理 数 域 Q 上 考虑 时 ， 著 名 的 Fermat 猜想 是 
说 :此 方程 没有 有 理解 (xz,y) ,使 得 ys0。 这 个 问题 至 今 没 有 完 
全 解 决 ， 对 于 多 于 一 个 方程 的 方程 组 ， 则 难度 就 更 大 .在 代数 几 
何 的 早期 研究 中 更 多 地 借助 于 几何 直观 ,主要 研究 2 兰 3 的 情形 . 
闻 时 ,由 于 疫 有 一 般 性 方法 和 工具 ,结果 也 主要 是 涉及 个 别 方 程 或 
相当 特殊 的 方程 组 ， 自 从 Noether 的 理想 准 素 分 解 理 论 和 局 部 化 
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方法 产生 以 后 , 代 鉴 儿 何 的 许多 问题 可 以 贸 述 竺 更 为 明确 ,同时 也 
导致 许多 系统 和 深刻 的 结果 .现在 我 们 来 展示 代数 几何 是 如 何 建 
立 在 交换 代数 理论 基础 之 上 的 ， 

设 玉 为 域 , S 为 多 项 式 环 RELyr :xz 本 的 一 个 子 集合 〈 可 以 
是 无 限 集 含 )。S 中 所 有 多 项 式 在 域 尺 中 的 公共 根 集合 显然 是 

PS) 一 (al Ga) Epoan) 一 0 
对 每 个 JE 3 )}. 

定义 域名 上 ?2? 维 仿 射 空间 色 中 的 子 集合 和 叫 作 〈 仿 射 ) 代 
数 集合 ,是 指 存在 某 个 多 项 式 集合 3 三 ELz ……，z]， 使 得 了 = 
7( 心 ). 

如 果 太 gES 大 ERLX 0], 则 对 每 个 点 (al，… ,na) GE 
FS)， 均 有 (十 g)》 (9 oa) 下 (ai ao) 十 SC， 
an) :0 (CD)(ai yan) 一 pa van)fCa ca 一 0。 因 
此 ,如 果 以 (4S) 表 示 由 集合 8 生成 的 好 [rr :zz 中 的 理想 ， 则 
FS)=F(CS))。， 换 名 话说 ， A" 中 每 个 代数 集合 均 可 表示 成 
Fa) ,其 中 是 RLzi yz] 的 某 个 理想 。 我们 称 了 Ca) 是 理想 a 
对 应 的 代数 集合 . 由 于 R[xzi，……,zo] 是 Noether 环 , 从 而 它 的 每 
个 理想 都 是 有 限 生 成 的 ， 设 方 ……， ju 是 理想 a 的 一 组 生成 元 ， 
则 史 (a) 王 Fo))。 于 是 代数 集合 了 (oa) 是 有 限 个 多 项 
式 态 ……，,f。 在 玉 上 的 公共 根 集合 ， 所 以 象 本 节 开 头 那 样 假定 S 
是 有 限 集合 { 太 ，…，,} 是 不 失 普遍 性 的 。 也 就 是 说 ,Re" 中 每 个 
代数 集合 都 是 有 限 个 代数 方程 组 成 的 方程 组 (1) 在 & 中 解 的 全 体 ， 
从 而 是 代数 几何 的 基本 研究 对 象 . 

反 过 来 ,给 了 和 中 任意 一 个 子 集合 4 ,定义 

7T44) 一 fx yz)ERLzi zy (cl ao) 一 0， 
对 每 个 (ai，… ,ao)E4)， 

换 句 话说 ，Z(44) 是 以 4 中 所 有 点 为 根 的 那些 多 项 式 全 体 . 显然 
744) 是 [rz ……，z] 的 一 个 理想 ， 轩 作 是 点 集 4 对 应 的 多 项 
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式 理 想 ， 

对 应 ShF (3S) 和 4r>7(4) 之 间 有 如 下 一 些 简单 性 质 . 

引 理 1 设 忆 为 域 ,S,T,S, 均 为 RLzi……,zo] 的 子 集合 ，4 
和 吾 为 有 的 子 集合 。 则 

(1) SET>TF(S)3PF(T) 4EB->TC4) 三 7(0B)， 

(2) SSETF(CS)，4SETT(C4)， 

(3) 7 了 (S)=TTIFCS),TCd) 王 TFTC4)， 

(4 FSimnSazn SEEFGSDUFCS)U…UFCS)。 
又 若 3 …S3, 均 是 R[zi ze] 的 理想 , 则 等 式 成 立 ， 

(5) FF(eS = GOFCS))。 

证 明 (1),(2),(4),(5) 由 定义 直接 推出 . 

(3): 由 SET7TTF(S) 和 (1) 中 关系 可 知 上 CS)EFITPFCS)， 另 
一 方面 ,由 (2)，F(S)JSEFTCFCS))=FZFGS)， 从 而 了 ( 心 ) 一 
FZF(S)。 同样 可 证 7(4)=7TF7ZCG4). | 

注 记 由 引 理 1 的 (4 和 (5), 我 们 知道 ,& 中 有 限 个 代数 集合 
的 并 集 和 任意 多 个 代数 集合 的 交集 仍然 是 代数 集合 ,此 外 , 空 集 冯 
一 『(CR[zi， Yo) 和 整个 仿 射 空间 如 = 了 ((0)) 都 是 代数 集合 . 

代数 几何 的 结果 以 & 是 代数 封闭 域 的 情形 最 为 完善 ， (一 个 
域 下 叫 作 是 代数 封闭 的 ， 是 指 大 的 扩 域 中 每 个 在 好 上 代数 的 元 素 
均 属 于 R。) 古典 代数 几何 就 是 在 代数 封闭 域 C( 复 数 域 ) 上 考 虐 
问题 . 今后 在 多 数 情 形 下 ， 我 们 都 假定 下 为 代数 封闭 域 . 


例 1 我 们 决定 仿 射 直线 (有 为 任意 域 ) 上 的 全 部 代数 集 
合 . 由 于 每 个 非 零 多 项 式 jz)ER[z] 在 域 丸 中 至 多 有 有 限 多 解 ， 
所 以 除了 本身 之 外 , 其 他 代数 集合 均 是 有 限 集 合 ， 另 一 方面 ,PR 
的 每 个 有 限 集 合 1al，…，,9n} 也 必然 是 代数 集合 ,因为 它 是 多 项 式 
f(Cz) = 一 (zz 一 a0 3 一 ERLzZ] 的 全 部 解 。 从 而 仿 射 直线 天 
的 全 部 代数 集合 是 :& 和 中 的 所 有 有 有限 子 集合 (包括 空 集 ). 
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例 2 设 六 是 代数 封闭 域 。，f(z,y) 是 ELz,y] 中 的 多 项 式 并 
且 degj >1。 我 们 以 degj 表示 了 对 于 > 和 2 的 全 次 数 ,degy 了 表 
示 了 对 于 y 的 次 数 ( x 看 作 常 量 ) ,类 似 定义 deg.f。 显然 max(de 
gf ,degy 门 去 degf sdegoj + degyf . 理想 (了 ) 对 应 的 代数 集合 是 
F( 门 ={(a 切 E2 fc 一 0}， 即 方程 f(z,y)=0 在 域 丸 中 的 
全 部 解 。 不 妨 设 degyj >>1， 则 jzsy) 一 po(z)ya+BDitz)ya11 
二 DC 和 )。、 2 和) 关 0,21. 由 于 po(Cz) 在 天 中 只 有 有 限 多 解 ， 
而 代数 封闭 域 R 必然 是 无 限 域 , 因此 存在 无 限 多 个 aGER, 使 得 po 
(a) 关 0。 于 是 f(a,y) 是 y 的 ， 次 多 项 式 (之 1)， 从 而 在 代数 封 
闭 域 尺 中 必然 有 根 。 即 对 于 无 限 多 个 ER, 均 有 08ER 使 得 f(a， 
D)= 0, 从 而 代数 集合 了 (是 无 限 集 ，F(f) 称 作 是 平面 代数 曲 
线 。 于是， 在 代数 封闭 域 上 每 个 平面 代数 曲线 均 有 无 限 多 个 点 ， 

例 3 设 有 为 代数 封 闲 域 , 我 们 现在 来 决定 仿 射 平面 如 的 全 
部 代数 集合 ， 设 fi(zsy),fa (zy)ERIziy]， 如 果 (jj)=1 
(注意 R[z,y] 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 从 而 在 其 中 有 最 大 公 因 子 概 
念 )。 我 们 现在 来 证 明代 数 集合 了 ( 太 ,f2)=f(eD)E 要 | Fa,D) 
一 fa(e,0) 王 0} 是 有 限 集 。 如 果 deg: 丰 或 degz 思 为 0, 则 亚 (f 思 ) 
显然 有 限 ， 因 此 不 妨 设 deg, 包 > deg- 思 >>1， 于 是 可 写 为 

抽 一 goCy)Z" + 十 goCy)， 

和 一 po(Cy)2Z7 十 十 joy)。goCy) yy)J2s0 7 之 忆 盖 1 
令 RCxzy)= 一 joy)Fi(zy) 一 goCy)fa(zy)Z” ”， 则 deg: 玫 < 区 一 
deg. 太 。 如 果 (a,DEFCPf)， 则 je 的 一 po(0) (oa8) 一 
go(5) fa0ab)arm 一 0， 如 果 仍 然 deg:>degsf， 则 可 以 继续 作 
下 去 .用 类 似 于 辊 转 相 除 的 程序 , 我 们 可 以 得 到 8 (zw,y)，dego 天 一 
0), 即 和 (zy 一 记 (Y)， 使 得 元 (a:0) 一 如 (0 一 0. 由 于 (站 , 太 ) 一 1， 
可 知 (y) 不 是 重 为 0 的 多 项 式 ， 从 而 (y) =0 只 有 有 限 多 解 ， 
于 是 二 只 有 在 限 多 种 可 能 性 ， 类 似 地 ，a 也 具有 有 限 多 种 可 能 
性 ,于 是 了 (ff 是 有 限 集 ， 
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如 果 (太太 )=fzy)， 并 且 degf>1， 令 万 =1s 访 = 
fg, 则 (gb82) 王 1. 不 难看 出 了 (太太 ) =FCPUFCS8TS2) 前 者 
是 平面 代数 了 由 线 ,在 例 2 中 证 明了 它 是 无 限 集 合 ,而 后 者 是 有 限 集 
合 . 完全 类 似 地 ,对 于 任意 有 限 个 非 零 多 项 式 fi(r,y)ERLz,y]， 
(si 和 1). 令 (fj) 王 如果 degf>>1, 则 下 ( 太 0 
fj-) 是 平面 代数 曲线 了 (万 和 有 限 集合 之 并 。 如 果 ( 太 ，……jf) 一 
1, 则 了 ( 轴 ……,j) 为 有 限 集合 .由 于 屏 中 每 个 有 限 集合 均 是 代 
数 集合 ( 见 下 面 例 4 ), 从 而 台中 的 全 部 代数 集合 是 , 友 ,平面 代数 
曲线 ,有 限 集 (包括 空 集 ), 以 及 平面 代数 曲线 加 上 一 个 有 限 集合 . 

例 4 设 有 为 任意 域 ,2 关 1， 对 于 玉 中 每 个 点 (al，……，an)， 
aiER， 方程 组 w% 一 0=00Tsi 委 2) 的 解 恰好 就 是 这 一 个 点 。 于 
是 有 中 每 个 一 点 集合 均 是 代数 集合 ， 从 而 由 引 理 1 的 〈4) 可 知 
&” 中 每 个 有 限 集合 均 是 代数 集合 ， 特别 当天 为 有 限 域 时 ,中 每 
个 子 集合 均 是 代数 集合 . 但 是 当 为 无 限 域 时 ,， 对于? 关 3, 如 何 
决定 出 妈 的 全 部 无 限 代 数 集合 ,即使 对 代数 封闭 城 都 是 代数 几何 
的 一 个 困难 问题 ， 


象 以 上 诸 例 中 所 用 的 “手工 ?方法 显然 是 不 能 走 很 远 的 、 让 我 
们 继续 作 理 论 上 的 探讨 ， 对 于 Rtzi, zx] 中 每 个 理想 %, 由 引 
理 1 的 (2? 可 知 7 (a) 是 包含 a 的 理想 ， 为 了 弄 清 这 两 个 理想 之 
闻 的 联系 ， 我 们 需要 如 下 引 理 。 

引 理 2 ” 设 闷 为 域 ， 如 果 yl yy" 是 玉 的 某 个 扩 域 中 的 元 
素 , 并 且 环 王 一 R[Lyi ya] 为 域 , 则 每 个 y 在 尺 上 均 是 代数 
的 ， 

证 明 当 ”=]1 时 这 就 是 域 论 中 的 熟知 结果 。 证 明 也 极为 简 


童 , 如 果 &[y] 是 域 , 则 方 E ty]， 从 而 方 可 以 表 成 多 项 式 形式 术 
一 f(Y) ER[y], 于 是 y 就 是 非 零 多 项 式 zf (z) 一 1 的 根 ， 即 y 是 
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必 上 的 代数 元 素 . 现在 对 4 几 纳 。 由 于 妃 是 域 ， 从 而 可 以 将 瑟 写 
成 已 =RGynJLyi yn RCyn) 赵 丈 的 子 域 。 根 据 归 纳 假设 ， 
yl ya-l 均 在 有 (ya) 上 代数 。， 如 果 我 们 能 证 明 y 在 尺 上 代 
数 , 那 未 y1，…，,y-1 在 有 上 便 也 是 代数 的 ,从 而 证 明 了 引 理 ， 现 
在 假设 y, 不 是 上 代数 元 素 , 则 y, 为 R 上 超越 元 素 . 这 时 ,多 项 
式 环 RLyY 人 为 主 理想 整 环 , 从 而 为 整 闭 整 环 ， 由 于 yb， yo-: 均 
在 R(ys) 上 代数 , 而 R(y。) 是 RELyo] 的 商 域 ， 从 而 存在 D(Yy。) ER 
[yo], 使 得 B(ya)yYiIsi 和 2 一 1) 均 在 RLYy 上 整 。 现 在 对 于 任意 
有 理 芒 数 g(y)ER(Cyn) ,由 于 RCyw)SERLyi yo 于 是 有 多 
项 式 /(y1…，y) ERLYyb yo 使 得 SCy) 王 yl yn)， 
从 而 有 充分 大 的 允 例 如 取 4&=deg 甩 ,使 得 多 项 式 fy py 
前 每 个 单项 式 乘 上 p(ya) 均 在 RLyo] 上 整 。 于 是 DCyn) fyYDb 

yn) 在 RLyo 上 整 . 但 是 DCys) fy yn) 一 六 (yn 8 
(ywJER(Cyn) ,而 LYyJ] 是 整 闭 整 环 , 因 此 DY (yi yw)GE 
RELy。 令 R(ym) 一 DY gCYyn) 则 到 yo)ERLy， 而 有 (yo 一 
jy)/D(Cy)。 这 就 是 说 ， 每 个 有 理 孜 数 g(y。) ERCy) 均 可 表 
成 关于 y*, 的 两 个 多 项 式 之 商 , 其 分 母 是 一 个 固定 多 项 式 D (yo 的 
需 ， 这 显然 是 不 可 能 的 (例如 取 & (yn) 一 工交 ,而 degp(y) 
之 1)。 从 而 y, 必然 在 外 上 代数 ,于 是 完成 了 引 理 2 的 证 明 . 和 


下 一 个 定理 对 于 代数 几何 是 很 基本 的 . 

定理 1(Hilbert 圭 点 定理 ) 设 大 是 代数 封闭 域 , 0 为 RLzt 
… 2a] 的 真理 想 , 则 了 (o) 天 六 . 换 名 话说 , 对 于 多 项 式 广 ……， 
f ERLz za, 如 果 1 不 属于 加 …,f。 所 生成 的 理想 ， 则 
方程 组 帮 (zi…… :zw) 一 0(1 入 ; 委 m) 在 代数 封闭 成 玉 中 必 有 解 ， 

证 明 由 假设 可 知 R[z……zo 中 存在 极 大 理想 mm 包含 "， 
于 是 (m)SF(a)。 从 而 我 们 只 需 证 明 F(m) 关 六 即 可 。 考虑 感 
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玉 =R[z za/ mALyb 5y] 其 中略 丰富 在 天 中 的 家 
由 于 咽 仆 R 一 (0) ,从 而 天 可 看 成 是 玉 的 子 域 . 根 吕 引 理 2 可 知 yu 
yn 均 在 及 上 代数 ， 但 是 已 假定 天 是 代数 封 闲 域 ,从 而 和 ER， 
即 叉 一 &。 于 是 我 们 有 域 的 同 构 gw: 互 =R[zb za/m3R， 并 
且 对 每 个 acER, 均 有 ge(a) 一 Ga 令 p(y)=aERGLSiS<2)， 则 
对 每 个 (zi za)Emyf 在 盏 中 的 象 汪 = 0 从 而 0=o (了 
(zyg) 一 0 (Fi ，yo)) 一 Ca …，a)， 这 就 表明 
(aa EFm). 即 『CmssQ. 1 

注 记 如果 上 不 是 代数 封闭 域 ， 则 此 定理 不 必 正 确 。 例 如 取 
有 为 实数 域 , 而 ae= (xz2+ 1)。 


定义 “ 设 天 为 域 ，&[zl…，zo] 中 理想 a 叫 作 是 根 式 理想 ， 
是 指 a= Ya， 


不 难看 出 ,a 是 根 式 理想 对 >a 可 唯一 地 表 成 有 限 个 互相 不 包 
含 的 素 理想 之 交 . 性 ao 一 和 5 则 Ya = 门 7Y= 门 = 
上 1 上 1 一 工 
a。 字 ;由 于 EL zi] 为 Noether 环 , 从 而 每 个 理想 均 有 极 小 


准 素 分 解 式 a= 们 qup 一 Y 机 ， 如 果 a 为 根 式 理想 , 则 a 一 YT 
-- 和。 去掉 全 部 左 入 素 理想 (比如 是 pi …,p) 之 后 ,a= 
1 


站 ,其 中 mmGLsim) 两 两 互 不 包含 ， 由 于 a= fm 是 极 小 准 
1 一 上 1 一 1 
素 分 解 式 , 并 且 没 有 仍 入 准 素 分 支 。 从 而 fp ,ps} 是 由 a 所 次 
定 的 .) 特别 地 ,每 个 素 理想 均 是 根 式 理想 。 下 面 定理 表明 。 对 于 
代数 封闭 域 有 ,Ar 中 代数 集合 与 E[zi, ,zs] 中 根 起 理想 是 反 序 
一 一 对 应 的 。 

。 83。 


定理 2 谈 康 为 代数 封闭 感 ,a 为 &Lz，… 中 的 理想 ， 
则 

(1) a=(0) 人 ->7(a) 一 Pna 一 2[z oz]E->7(a)= 这 ， 

(2) 77 (o) 一 Ja 

(3) 令 . 近 为 妨 中 代数 集合 全 体 , 宏 为 有 Exzi xz] 中 根 
式 理想 全 体 ， 则 映射 

:ohyc2SHTCS) 7 了 :天 Fr> oz :ar>F(a) 
是 集合 -or 与 灾 之 间 互 逆 的 反 序 一 一 对 应 . 

证 明 (1 了 (ao) 一 名 人 0 一 (0): 当 一 1 时 这 显然 正确 。 因 
为 下 是 无 限 域 , 而 如 果 a 中 有 非 零 多 项 式 则 了 (aq) 只 能 是 有 限 集 . 
现在 对 ?” 归纳 . 设 0 六 Jz za)Ea 记 一 goCX0 9001) 
zh 二 god dr1)，gos0。 根 据 归 纳 假设 ,存在 (ai， 
GDER 使 得 ga ao-Ds 关 0. 于 是 厂 (a aol， 
za) 是 yn 的 人 次 和 多项式， 从 而 必 有 asER， 使 得 故 ai … ab， 
aa)ss0， 即 了 (ao)SF 六 四 六 因此 若 了 (aqa) 一 馈 , 则 a=(0). 
FF(o= 六 >a= 民 wy] 即 是 Hilbert 零点 定理 。 而 另 
两 个 论断 则 是 显然 的 ， 

(2) 设 1eE Ya, 则 有 和 1 使 得 fmEa。 从 而 对 每 个 (ai， 
… 1QoJEFa) 均 有 六 (al ao) 王 0 于 是 了 (al …，an)=- 
0( 因 为 忆 是 域 ), 因此 了 ETF(o， 即 WaS7TF Ca， 为 证 古 
(ao)STY a ,我 们 只 需 证 明 若 osfE7IF(o)， 则 且 使 得 1 Ea， 

落 虚 RErli， yandznx] 中 的 理想 b=(a,1 一 ZaiFCzi 
za))。《〈 革 是 集合 aU{1I 一 zz yn 在 RLXI 2 
中 生成 的 理想 .) 如 果 (al，… ,aocDEF(b), 则 (ai as) ET 
(a) ,从 而 1 一 ar 了 (aa 二 1 一 0 二 13s0， 即 (al 9 
不 是 1 一 zw 了 (za 一 0 的 解 ， 这 一 韦 盾 表明 F(9) 一 六 。 
于 是 由 HilPert 零点 定理 可 知 5=KLzi Zna+。 从 而 1Eb, 则 


es 3834。 


工 三 > 7;9; +T(1 一 和 oil 了 )， 
5=1 
其 中 0 (ri 5 GQ 7 CCZ1 5Vn+i) 《2Z1 0a+1) 生 


久 LZTD 取 z+I 一 1/ 太 则 1=> 7, gi，7F， ER [zi 


一 


wo 了 于， 通 分 后 对 充分 大 的 柬 则 可 使 


了 “一 > (7 )9，， 了 "7 ER 2]。 
7=1[ 


由 于 9 SaGCIs js 人 ,从 而 f En， 

《3) 对 于 每 个 SSE.o, 则 有 理想 a 使 得 8=F (a), 于 是 了 7 
(39) = 了 了 77 三 Fa) 一 3。， 另 一 方面 ,对 每 个 Ya =aE 琵 ， 有 
1 (ONE =YWa =YTE， 反 序 是 由 于 引 理 1 的 (1). 

注 记 与 公式 77 (o) 一 3 a 相对 应 的 ,对 于 每 个 子 集 侣 4 到 
如 ,可 以 证 得 F7(S)=, 其 中 全 是 包含 8 的 最 小 的 代数 集合 ， 


定义 ” 肥 中 代数 集合 下 叫 作 是 不 可 约 的 ， 是 指 &" 中 不 存在 
代数 集合 六 ,六 ,使 得 天 闷 交大 也 了 大 一 太 LU 大， 〈 即 六 不 是 两 
个 真子 集 之 并 ,而 这 两 个 真子 集 也 是 代数 集合 ，) 否 则 称 代数 集合 
可 约 ， 不 可 约 代数 集合 也 叫 作 是 代数 往 . 

定理 3 设 是 代数 封闭 域 . 如 :4[zi xz] 71 

《1) 4 中 代数 集合 4 是 代数 答 所 >7(04) 为 玉 的 素 理想 ， 

《2) 每 个 代数 集合 均 可 唯一 地 表示 成 有 限 个 彼此 不 相 并 包含 
的 代数 得 之 并 . 

(3) 令 和 为 名 中 的 代数 符 全 体 , 则 

7 :ArySpecR rr 4)， 

『:Spec->B] pr>FCpb) 
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rt 直 4 


是 集合 2 与 Spec 忆 之 间 的 反 序 一 一 对 应 . 
证 明 《1 和 (2): 设 4 为 代数 集合 , 则 有 已 的 根 式 理想 a 使 得 


4=『(o),a=7T(4)。 但 是 a= fp 共 中 由 是 两 两 彼此 不 相 包 
并 


含 的 素 理想 . 对 应 有 4 一 (ao) = [jF(p,) ,其 中 F(p) 是 两 两 不 相 
i 一 工 


包含 的 代数 集合 ， 于 是 套 a 不 为 素 理 想 , 则 和 2. 从 而 4 是 可 约 
的 . 反之 车 a 为 素 理想 ， 如果 4=4iU4?， 其 中 4 和 4* 为 代数 
集合 ， 令 a =T(4)，as=T(42), 则 ee 一 7(4) 王 704D) 人 7T(42) 一 
aas。 由 于 “是 素 理想 ， 从 而 0 一 0 或 者 ae=a， 即 4 三 41 或 者 
4=42.、 从 耐 当 8 为 素 理想 时 ，4=『(a) 是 代数 位。 而 对 任意 的 


根 式 理想 a= 们 po,4=(o) 是 有 限 个 代数 化 了 (pi) 的 并 集 。 若 
i=1 


bp, 两 两 不 包含 , 则 {pi，… … ,pn 由 了 瞧 一 决定 .这 时 了 了 (p,) 也 彼此 
不 包含 ,并 且 代 数 丛 了 (py) (1 入 i 委 各) 也 由 4=F(a) 所 唯一 决定 ， 

(3) 由 (1 和 (2) 立 即 得 出 . 攻 

注 记 1) 根据 以 上 两 个 定理 。 我们 把 Ae 中 代数 集合 这 个 代 
数 几 何 的 基本 对 象 与 素 [Lzli，……,zs] 中 根 式 理想 这 一 代数 对 象 反 
序 一 一 对 应 ， 每 个 代数 集合 唯一 地 表示 成 有 限 个 彼此 不 相 包 含 的 
代数 徐 之 并 ,而 代数 做 与 &Lx…… ,zy 中 素 理 想 反 序 一 一 对 应 . 
所 以 最 后 化 成 一 个 提 法 简单 的 代数 问题 :决定 多 项 式 环 玉 =RLzub 
。……35Xa] 的 素 谱 Spec 忆 R! 


(2) 对 于 RE[zi，z] 中 任意 理想 ao, 设 a= 们 9 为 极 小 准 
一 
素 分 解 式 , p,=Y 95 则 了 (9q)=F(OW9)=F(P)， 从 而 了 (= 
U req) = Up 如 果 PiCpa。 即 po 是 属于 a 的 谍 入 素 理 
一 上 一 
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想 , 则 广 piD)F(bz)。 换 名 话说 ,代数 答 下 pz) 包含 在 (或 者 说 瞻 
在 ) 代 数 徐 了 (pb 之 中 . 这 就 是 我 们 将 这 种 pz 称 作 是 属于 a 的 “ 伐 
和 “ 素 理 想 的 几何 背景 . 


例 5 设 太 为 代数 封闭 域 ， 回 到 8 4.1 的 例子 ,a= (zi， 
ua292) 为 RECziyzs 中 的 理想 .a= 和 人 8 是 极 小 准 素 分 解 ,其 中 由 = 
(Xi pz 一 (zl42)。 于 是 了 (ao) 王 了 (PPDUTF7(p2) 其 中 了 (pD) 一 人 (0， 
a) E&2?jaER} 是 R2? 中 一 条 仿 射 直线 ,而 了 (pz) = 人 ((0;0)) 为 居 的 
公 标 原点 ,和 (pz) 和 能 在 代数 徐 了 (pi 之 中 ,这 是 由 于 pzpl+ 即 pz 为 
属于 a 的 能 人 素 理 想 . 

例 6 设 太 为 任意 下 , 则 如 中 每 个 一 点 集 { 书 一 (al ao))} 
均 是 最 小 的 非 零 代数 做 . 如果 天 是 代数 封闭 域 ， 我 们 由 定理 3 中 
反 序 一 一 对 应 关系 ,可 知 mmz=T((Ph) 一 (z1 一 440 一 4n) 旦 
REyi 5 xzo] 中 的 极 大 理想 . 并且 每 个 极 大 理想 均 为 这 种 形式 . 
所 以 对 于 代数 封 闲 域 好 ,多 项 式 环 R [zi ，……,zo 的 极 大 谱 有 很 简 
单 的 形式 :Max 有 [zi …… 2 一 {mz| 忆 为 有 中 一 点 }。 


习 题 


(大 均 指 代数 封 闵 域 ) 

1.， 设 大 (=1)2，…) 为 Rn 中 代数 集 含 。 太 三 六 三 … 和 三 了 三 …， 则 
必 存 在 ?使 得 『。 斑 :一 …"。 

2. 如 果 域 玉 不 是 代数 封 用 的 。 添 间 

(1) Hilbert 零点 定理 是 否 成 立 ? 

(2》 对 于 五 [zz 中 每 个 理想 an ,是 否 Jo) = ay 

(3) 天 Lzi zu 中 极 大 理想 是 否 均 表 成 形式 了 一 (2 一 4 …，Wn 一 
Qu)(aiE 开 )? 

3. 无 限 多 个 代数 集合 的 并 是 否 为 代数 集合 ? 

4， 下列 哪些 是 代数 集合 ? 


，T87， 


机 


(1) (EREER)。 

(2) {(cost,sint) ER1iERNCR 为 实数 域 ). 

(3) fr,9)ER:ir=sin0)。 

(4 【CzyIEC zz 十 1y =。C 为 复数 域 . 

5， 设 (a 岂 yag)ER (CI 和 i 私 mo) 为 R" 中 各 个 不 同 的 点 。 求 证 存在 
多 项 式 太 (zxzn)ERY an 使 得 
102sf9 时 
Li=j 时 ， 

6. 对 于 ixz,y,z] 中 的 理想 a= (zzy,z2zyyz), 将 ia 中 代数 集合 扩 (a) 
分 解 成 彼此 不 包含 的 一 些 代数 簇 之 并 , 

7， 设 五 为 无 限 域 .求证 {Co， ,ao)EE ia an 二 0 不 是 代数 集 


合 。 


了 (ai 090) 一， 其 中 6:， = 


8. 设 不 为 域 . 了 和 全 分 别 是 丈 " 和 下 ”中 代数 集合 。 求 证 了 x 琴 为 
Fn"t” 中 代数 集合 。 
9. 决定 SpecRLzy] 和 MaxRLz,y]。 


$86.2 交换 代数 


我 们 在 本 书 前 言 中 申明 ， 本 课程 是 以 交换 环 为 主要 研究 对 象 
的 一 门 学科 ， 事 实 上 ， 本 书 的 前 儿 章 也 完全 以 交换 环 作为 研究 对 
象 . 可 是 本 课程 的 名 称 却 叫 作 " 交 换代 数 "， 那 是 因为 在 代数 几何 
中 除了 交换 环 之 外 ,还 需要 再 稍微 复杂 一 点 的 代数 结构 , 即 环 上 的 
代数 . 

定义 ” 设 姥 是 具 肥 元 素 的 交换 和 ,一 个 尽 - 代 数 (或 称 R 上 
的 代数 ) 是 指 满足 以 下 条 件 的 一 个 集合 4， 

(1) (4, 十 ，…) 是 环 ( 通 常 环 4 不 必 交 换 也 不 必 有 么 元 素 ) 

《2) (4,+ ) 是 五 - 模 . 

(3) 对 于 7E 瑟 ,a,pE4, 均 有 7(ap5) 一 (74)0 一 0G(07D)。 

如 果 五 -代数 4 本 身 是 具有 人 么 元 素 14 的 交换 环 , 则 称 4 是 忌 
上 的 交换 代数 . 不 交换 的 玉 - 代 数 在 群 表示 理 论 等 许多 领域 有 重 
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页 应 用 ， 肛 成 代数 学 的 -个 分 支 ， 但 是 在 本 书 中 只 涉及 交换 芭 
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刁 - 代数 4 叫 作 是 有 限 生 成 的 ， 是 指 存在 有 限 个 元 素 au …， 
onE4, 使 得 4= 已 [al ,as]， 事 实 上 ,本 章 只 涉及 域 尺 上 有 限 
生成 的 代数 4， 并 且 开 是 4 的 子 域 . 

注 记 有限 生 成 鼠 - 代 数 4 和 有 限 生 成 鼠 - 模 4 不 是 一 加 事 ， 
例如 多 项 式 环 忌 [xz] 为 有 限 生 成 召 - 代 数 . 但 作为 至- 模 忆 [zz] 不 
是 有 限 生成 的 . 


我 们 举 -一些 羽 - 代 数 的 例子 . 

例 T 每 个 环 (不 必 有 么 元 素 也 不 必 交换 ) 均 是 Z- 代 数 . 

例 2 车 忆 ES 是 环 的 扩张 , 其 中 忆 为 具有 勾 元 素 的 交 几 
环 ,并 且 瓦 中 每 个 元 素 r 与 9 中 每 个 元 素 * 均 可 交换 ，( 即 rs= 
sr), 则 3 是 好 -代数 ,其 中 所 有 的 运算 均 是 环 & 中 的 运算 , 比如 每 
个 具有 勾 元 素 的 交换 环 思 均 是 五 -代数 ， 五 上 的 多 项 式 环 R[zi， 
zi] 和 形式 祖 级 数 环 B[[zi ,zxo]] 均 是 玉 - 代 数 ， 

例 3 设 刀 为 具有 勾 元 素 的 交换 环 , 以 Mats( 卫 ) 表示 元 素 属 
于 必 的 全 体 禾 阶 方 隆 形成 的 矩阵 环 ， 事 实 上 它 是 尽 - 代 数 (7， 
(a = (ra ))， 并且 当 %>2 时 , 热 知 这 不 是 交换 代数 ， 

例 4 玉 如 上 ,为 丽 - 模 , 环 Homas(2 ,到 ) 事实 上 是 尽 - 代 
数 ， 在 多 数 情形 下 这 也 不 是 交换 代数 .研究 这 个 尽 - 代 数 的 结构 ， 
是 “结合 代数 这 门 学 科 中 的 一 个 基本 问题 . 

例 5 设 G 为 乘法 群 ,及 如 上 所 述 ,考虑 集合 

R[G]=| 于 reglreE，, 并 且 只 有 有 限 多 个 re 不 为 0 
攻 ECG 


在 玉 LG] 上 定义 加 法 和 乘法 ， 
2 7eg 2 sog= > (rr 工 se]Ei 
冯 EG 如 G 攻 后 号 


。189。 


(天 reg 外 2seeg )= 筷 te， 其 中 4 2 hs。 


不 难 验证 RTC] 对 于 这 些 运算 形成 环 , 它 具有 勾 元 素 1a'e, 其 中 。 
为 群 G 的 单位 元 素 ,如 果 G 为 交换 群 , 则 忌 [ G] 是 交换 环 ， 再 定义 


7,. > 7，. 如 一 2 (rre).g (reR， 忆 regeERLe] )， 
6 GCC SEEG 妃 所 G 


则 巡 LCD] 为 瑟 - 模 ,并 且 可 直接 验证 忍 [LG] 为 召 - 代 数 , 如 果 G 为 交 
换 群 , 则 辟 LGJ] 是 玉 上 的 交换 代数 ,通常 称 召 LG] 是 群 G 在 环 眉 上 
的 群 代数 ， 群 代数 怒 [LG] 的 结构 与 群 G 在 环 忆 上 的 表示 理论 有 着 
直接 的 联系 . 


定义 ” 设 丸 为 具有 女 元 素 的 交换 环 ,4, 互 为 天 -代数 ， 

《1) 4 的 子 集 合 4/ 叫 作 是 4 的 子 代 数 ,， 是 指 4/ 本 身 对 于 4 
中 的 运算 是 刀 - 代 数 ，( 即 :4 是 4 的 子 环 同时 是 4 的 羽 - 子 横 .) 

〈2) 机 射 廊 4 一 五 叫 作 是 惟 - 代 数 同 态 , 是 指 了 为 环 同 态 同 
时 也 是 鼠 - 模 同 态 ,类似 地 定义 至 -代数 同 构 ， 

注 记 (1) 如 果 - 代 数 4 有 勾 元 素 14。 则 映射 

了 :已 一 47H>y 1 

是 忆 - 代 数 同 态 ,如果 了 为 单 射 , 则 我 们 通过 了 可 把 至 看 成 是 4 的 
子 代 数 . 这 时 ,7(1a) 王 1z 14 一 14。 并 且 今 后 我 们 把 1 和 1 均 
写成 1. 

《2) 设 4 和 了 吾 为 已 -代数 ,并 且 五 为 4 和 3 的 子 代 数 。， 1 一 
1] 一 1s. 如 果 了 4 一 已 是 天 -代数 同 态 , 则 作为 环 同 态 , 我 们 总 是 
假定 /14) = lz， 于 是 对 每 个 7rE 已 ,fr) 一 (7 14) 一 7r7C14) 一 
7 1s 一 rr。 即 了 在 尺 上 的 限制 是 恒 等 了 映射， 


例 设 天 为 域 ,F 为 玉 上 维 癌 量 空间 取 定 生 的 一 组 基 之 
后 ,每 个 上 上 的 线性 变换 peEHomx(7,F) 对 于 这 组 基 均 可 表 成 一 
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个 即 阶 方 阵 WEMat( 开 )。 并 且 p 士 ggaep(aEG 开 ) 分 别 对 谱 
方 阵 Mi。 土 1 1 和 “4 于 是 我 们 有 天 -代数 同 态 ， Homzr 
(7 ,7) 一 Mat( 开 ) ,or 有 事实 上 部 知 这 是 五 -代数 同 构 ， 


我 们 今后 所 需 的 关于 玉 -代数 的 知识 仅 此 而 已 ， 


习 题 


(4 均 指环 尺 上 的 代数 ) 

1， 4 的 子 集 了 如 果 既 是 4 的 尽 - 子 模 又 是 环 4 的 理想 , 则 称 了 是 4 的 代 
数理 想 . (1) 对 于 妊 - 代 数 4 的 代数 吉 想 了 , 试 赋 子 47/T 自然 的 商 代 数 结构 。 

(2) 叙述 并 证 明 羽 -代数 的 同 术 基本 定理 。 

2. 设 4 为 有 理 数 域 Q 上 的 一 维 向 量 空间 , 定义 a8=0 (对 任意 46, E 
4)。 求 证 4 为 Q- 代 数 。 对 于 4 的 每 个 加 法 子 群 0 朱 z4, 了 是 环 4 的 理想 ， 
但 不 是 4 的 代数 理想 ， 

3. 设 4 有 人 么 元 素 , 求 证 环 4 的 每 个 理想 均 是 中 -代数 4 的 代数 理想 。 

4， 已- 代数 4 叫 作 是 平坦 的 ,是 指 4 为 平坦 - 模 。 

设 吕 和 4 均 为 具有 人 么 元 素 的 交换 环 ， 并 且 吾 为 平坦 的 4- 代数 。 如 果 了 
为 平坦 互 - 模 , 求 证 下 也 为 平坦 4- 模 ， 

5. 设 4 和 下 均 为 忆 - 代 数 ( 尽 为 有 么 元 素 的 交换 环 )。 在 已 - 模 4@x 五 中 
定义 (ecQ@D(c'Q@BD) =aa' 四 5 (aoE421EB)， 并 且 由 分 配 律 将 此 胡 
法 扩充 到 整个 4@nB 之 上 ， 求 证 由 此 使 4@x 巨 成 为 下- 代数 , 称 作 是 尺 - 代 
数 4 和 了 的 张 量 积 ， 如 果 4 本 身 也 是 具有 么 元 素 的 交换 环 ， 则 4 办 "已 是 
4 -代数 。 (系数 处 的 扩充 ) 

6.、 设 4,4/ 孔 ,了 B 均 为 玉 - 代 数 ，f: 4 有， 甩 :4/ 一 五 "是 已- 代数 同 态 ， 
求证 在 模 论 中 定义 的 尽 - 模 同 态 JQ1 :4@a4 一 5Q@as 8 事实 上 为 如 -代数 
同 态 。 


8 6.5 同 构 和 双 有 理 同 构 
我 们 已 经 介绍 了 代数 几何 的 基 本 对 象 一 一 代数 集合 和 代数 
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得, 下 一 步 自然 要 癸 究 它 们 之 间 的 联系 (适当 的 映射 ) 和 分 类 ， 设 
& 是 代数 封 闲 域 ,为 以 中 的 代数 集合 ,a 是 下 所 对 应 的 根 式 理 
想 ， 对 于 每 个 多 项 式 (zi，……，za)ER[zi… zi], 芳 感 映射 
J (za :FF>R (ai Gan)F> ai yan) 

问题 在 于 :RLzi zi] 中 不 同 的 多 项 式 在 看 作 是 上 的 函数 时 ， 
可 能 是 同一 个 贡 数 .事实 上 ,对 于 矿 g ERLzi……zn]， 

f,g 为 了 上 的 同一 个 函数 和 之 对 每 个 (al …，an) EP， 

了 (al，…，aa) -8E(a Go) 一 0 
<>f 一 ET) -=a， 

从 而 了 到 的 一 个 多 项 式 函 数 相当 于 商 环 ELzi，…,znl/a 的 一 
个 元 素 ( 等 价 类 )， 我 们 称 RLzi… zol/a 为 代数 集合 V 的 ( 仿 
射 ) 坐 标 环 或 多 项 式 函 数 环 ,表示 成 E[F]. 

我 们 不 考虑 了 = 这 的 情形 ， 当 了 天 六 时 ，a 是 R[zi…，zn] 
的 真理 想 , 从 而 a 六 R= (0) .于 是 玉 可 看 成 是 REF]=RLzi， 
zs]/ a 的 子 域 ， 以 局 表示 zw 在 REIF] 中 的 象 ， 则 姑 =R[wa， 
… .2zm]。 从 而 有 [F] 是 有 限 生 成 R- 代 数 ， 进而, RIF] 中 只 有 0 
是 寡 零 元 素 ， 因 为 车 了 ER[zi -zol， 关 =-0ERIF]， 则 大 E 
a。 由 于 为 根 式 理想 , 从 而 了 Ea, 即 了 =-DE ARLF], 反 过 来 ,如 
果 忆 包含 作为 子 域 , 并 且 

(1) 六 是 有 限 生 成 &- 代 数 ， 

(2) 玉 中 没有 非 零 的 寡 零 元 素 . 
则 由 (1 知 有 xi zsE, 使 得 天王 外 xx] 于 是 有 环 
的 满 同 态 


9:RLZi 7 一 RCI 2n]， 
使 得 p(z7) 三 2(1 入 ; 委 2) ,并 且 o 在 天 上 为 恒 等 映 射 。 令 0 = 
Kerp .由 条 件 (2) 可 知 a =Y a. 于 是 是 REzi zs] 的 根 式 
理想 ， 从 而 有 环 的 同 构 (事实 上 是 &- 代 数 同 构 ) 
六 三 Ra ] 关 R[zi Za a 
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令 =F(OSR 则 出 a 站 = (0) 知 F 天 六 ,并 且 民 门 衬 三 (- 
代数 局 爸 )， 于 是 ,代数 集合 的 坐标 环 和 具有 性 质 (1) 和 (2) 的 上 
的 交换 代数 是 相对 应 的 . 

例 1 设 了 为 一 点 ,={Py,P=(al aa)Ehin， 则 严 对 
应 的 根 式 理想 为 极 大 理想 m>= (zi 一 四 ,一 an) .而 RCIF]= 
RLzli，… ,7Y]/mesR， 

例 2 设 了 = 和 , 则 a 一 7() 一 (0) ,而 RFF] 一 有 [ri 
xi]。 这 说 明 在 整个 优 射 空间 io 中 (R 代数 封闭 ) , 不 同 的 多 项 式 
邯 为 不 同 的 函数 ， 

例 3 设 亚 是 仿 射 平面 知 中 的 双 曲 线 xy 二 1, 则 它 对 应 的 根 
式 理想 为 ae 一 (zy 一 1)。 从 而 民 [四 一 ARFzy]J/ACery 一 蕊 关 Ta， 


工 
和 


]= 作 有 | ro Excelncz kk 


如 果 代 数 集合 下 是 人 中 的 代数 簇 (R 代数 封闭 ) , 则 亚 对 应 的 
根 式 理想 为 ALzi……zs] 的 素 理想 ?， 从 而 了 的 坐 标 环 R[zi， 
”Yaj/p 一 RE 是 整 环 , 它 的 商 威 称 作 是 代数 然 了 的 有 班 函数 
域 ,表示 成 &(『 )， 于 是 ,R(T) 中 元 素 即 是 两 个 人 上 多 项 式 函 数 之 
商 (分 母 不 恒 为 0), 叫 作 是 Y 上 的 有 理 函 数 . 由 于 分 母 在 亚 的 某 
点 可 能 取 值 为 0 ， 因 此 下 上 一 个 有 理 苑 数 在 了 的 某 些 点 可 能 是 没 

例 对 于 前 面 的 例 2 (了 =R) , 则 有 RGF)= 有 (zi xn)， 即 
是 通 负 的 有 理 函 数 域 ， 对 于 前 面 的 例 3 (了 为 双 曲 线 2y=1)， 
玉 ( 天 )SR(Y)， 

现在 研究 代数 集合 或 代数 复 之 间 的 映射 . 

定义 ” 设 和 和 了 琴 分 别 为 妨 和 有” 中 的 代数 集合 ， 对 于 多 项 
式 六 (zxEREz Xi (<i<m) 我们 有 映射 

于 一 (有 了) :R >Rm 


(al Gan)h>(TCal，， an) 了 (an))。 
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如 果 所 的 三 上 .我 们 就 称 了 在 严 上 的 限制 六 F 一 > 肌 是 从 亚 到 丙 
的 一 个 多 项 式 喘 射 . 由 定义 不 难看 出 : 

41) 如 染 驻 有 多 项 式 映 射 g: 琴 一 护 ， 其 中 忆 是 天 中 的 代数 
集合 , 则 gs 太一 C 也 是 多 项 式 映 射 . 这 是 因为 多 项 式 与 多 项 式 
的 复合 酒 数 仍 是 多 项 式 ,并 且 g*jPD)SS( 帮 )S7. 

(2) 1 一 帮 是 多 项 式 映 射 . 这 是 由 于 1lr 一 (z1，…zn)， 


即 jz Ya) 一 和 (1<is2)。 


定义 ”如 果 天 了 一 下 和 8&: 琴 一 了 是 代数 集合 之 间 的 多 项 式 
映 射 ,并 且 1g=1lr,gs=1r。 则 称 了 7 和 了 灰 是 同 构 的 代数 集合 . 
如 何 将 代数 集合 作 同 构 分 类 ， 是 代数 几何 一 个 基本 问题 .现在 我 
们 把 它 化 成 代数 问题 ， 

设 不 为 代数 封闭 域 。 了 :一 砚 为 代数 集合 之 间 的 多 项 式 映 
射 7 三 名, 下 三 R"。 对 于 每 个 多 项 式 国 数 2(xzli……zm): 卫 一 
& ,我们 得 到 多 项 式 函 数 六 了:T『 一 &， 于 是 由 三 诱导 出 一 个 贞 射 

厂 :RL 现 ] 一 REF] ,CR) 一 有 了 
这 可 表示 成 如 下 的 交换 图 表 
了 


久 一 -一 一 一 2 一 T 


ro 人 
大 


以 下 假设 上 和 你 均 不 是 空 集 . 这 时 a =TCF) 和 5b=T( 矶 ) 分别 是 
RELzi Yo 和 AFLYytb yo 中 的 真 理想。 从 了 而 &LF] 和 AR[ 灰 ] 
均 是 &- 代 数 , 并 且 包含 & 作为 子 代 数 ， 这 时 如 果 把 R 中 元 素 a 
看 作 是 AL ] 中 元 素 , 即 指 是 将 三 中 所 有 点 均 映 成 a 的 多 项 式 映 
射 ， 显 然 帮 (a)=a.， 这 表明 广 在 玉 上 的 限制 是 恒 等 映射 。 进 
面 ,不 难看 出 广 (a 士 2) 一 太 (AD) 士 大 (jp 一 六 7) 
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太 (p)、 因 此 万 :R 环 ] 一 二 EL 太 ] 是 R- 代 数 同 态 . 

由 定义 可 直接 得 到 

(1) 如 果 又 有 如 : 琴 一 歼 为 多 项 式 映 射 , 则 (8 万" 一 万。8”: 
RLZ] 一 天 []。 

(2) (1lr 六 一 1kcr3。 

于 是 , 若 了 和 瑟 是 同 构 的 代数 集合 , 即 存在 多 项 式 映射 了 :一 
环 和 8 : 且 一 了 ,使 得 8 =1lr， fg=1lr。 则 由 上 述 两 个 性 质 可 
知 太 8 一 (gf 一 (1 一 lzrr， 同 样 地 ，g”。 有 太一 tcrl。 因 
此 我 们 有 有 -代数 同 构 ， 太 :R[ 丽 ] 溯 RT]， 

反之 , 设 p: 丰 厂 ] 一 人 [天 ] 是 有 -代数 同 态 考虑 多 项 式 函数 
% EARL 琴 ]， 则 由 9 给 出 多 项 式 国 数 mp 〈yi) 一 万 (zl Ya) E 
了 L[ 下 ]。 于 是 我 们 有 了 映射 

于 一 (在 PR， 

(cl 0n)FH>(CiCal Go) 了 (bn))， 
对 于 每 个 有 (yi yan)Eb=T( 丈 ) ,10y yn) 作为 有 [ 丈 ] 
中 的 元 素 为 0， 由 于 p 为 R- 代 数 同 态 ,从 而 p (及 )(Z1， xn) 一 
ji(CFi(zi za) (zl 0n)) 作 为 RE 中 的 元 素 也 为 
0,， 即 mw(2) Ea=T(7)。 这 就 表明 ， 如 果 (ai …，caoEF ， 则 
有 (fi(ai aa) 了 (aan)) 王 0， 对 每 个 风 0Y1 
ym)Eb 均 是 如 此 ， 从 而 ( 帮 (el aas)，…… (aan)) GE 
丁 。 于 是 我 们 证 得 j(F)E 酌 ， 即 了 是 从 三 到 环 的 多 项 式 映射 ， 
并 且 对 每 个 yi yn)ER[ 丽 ] ,大 ( 有 ) (7 ，Yo) 一 大 (站 
(zi In) (1 an ) 一 DC (Zn 从 而 
扩 一 p。 换 名 话说 ,对 于 每 个 &- 代 数 同 态 p: AL 故 ] 一 R[F], 均 存 
在 多 项 式 映 射 了 :一 矶 ,使 得 p= 太 . 

最 后 ,车 op 是 & 克 ] 上 的 恒 等 了 映射, 则 由 上 面 方法 构 作 出 的 了 
也 是 入 上 的 恒 等 映 射 ， 从 而 车 op:R[ 歼 ] 一 LT 是 R- 代 数 同 构 ， 
由 对 应 得 到 的 了 :F 一 环 也 是 代数 集合 的 同 构 ， 综合 上 述 我 们 就 
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证 得 了 如 下 的 定理 ， 

定理 4 设 上 是 代数 封 闲 域 。 了 和 于 分 别 是 记 和 ”中 的 
代数 集合 ,以 守 表 示 从 下 到 本 的 多 项 式 映射 全 体 . 以 妊 表示 由 
&[L 环 ] 到 [的 民 - 代 数 同 态 全 体 ， 则 映射 

CD- ,1fH> 太 
是 满 射 . 并 且 ,f :7 一 殉 为 代数 集合 的 同 构 拓 这 厂 :AT 机] 一 [F 
为 - 代 数 同 构 . 上 

这 就 把 代数 集合 的 同 构 和 分 类 问 题 归结 为 一 类 特殊 的 让 上 
的 交换 代数 (有 限 生 成 并 且 没 有 非 零 的 需 零 元 素 ) 的 同 构 和 分 类 这 
一 纯 代 数 问题 . 让 我 们 举 一 些 例子 . 

例 4 设 了 为 仿 射 直 线 ,F = 天。 殉 是 由 方程 妈 = 光 的 解 给 
出 的 不 可 约 平面 代数 曲线 (三 R2)， 则 

于 :一 栈 ,四 >( 大 , 轨 ) 《CE 开 ) 
是 从 闻 到 全 的 多 项 式 映射 ,这 是 因为 对 每 个 4E 玉 ，( 姑 拓 )E 开 (7， 
y) 一 ( 纪 , 纪 ) 满 足 方程 *3=y3) .但 是 它们 的 坐标 环 慧 一 RL 和 
外 本 ]=RLyy,y]/Y2 一 23) 一 RLzryz3023] 作为 有 -代数 是 不 同 构 的 
(R[ 轨 为 主 理想 整 环 , 而 &[z,z35] 中 理想 (y,z"/ 5) 不 是 主 理 想 )， 
因此 了 和 了 人 三 不 癌 构 ， 

例 5 由 y=x*(z2 为 正 整数 ) 定义 的 仿 射 空间 久 中 平面 代 
数 曲 线 了 7 和 仿 射 直线 & 同 构 ， 因 为 

六 和->R(ZY)F>Zy BR 一 thH>( 人 tt) 
是 互 逆 的 多 项 式 映 射 . 

例 6 设 不 是 转 征 2? 的 代数 封闭 域 (2 为 素数 )， 熟知 对 于 
每 个 2 三 1,4 一 天 ,中 有 唯一 的 一 个 4 元 子 域 E Fe 即 是 由 方 
程 y: 一 z=0 在 & 中 的 9 个 不 同根 组 成 的 ， 设 万 (2 …，za)E 
FE,[zi… gw](Lsis 和 和)。 而 天 是 由 方程 组 

(za 一 0 (si 也 ) (1) 
在 Re 中 决定 的 代数 集合 ， 考 虑 映射 


*，196。 


2 -> La Go 一 (9 Go4)。 

由 于 记 的 系数 属于 F, ,从 而 著 太 (al as)=0), 则 fa 
ca 人) 一 六 (ea 二 6、 即 车 (aas)EF 则 (ai 
4 ) EF， 于 是 wo 是 从 王 到 自身 的 多 项 式 映 射 ， 并 且 ， 

(al aa) 为 方程 组 (1) 在 域 , 中 的 解 

生字 (ai au) 和 了 ,aiEGEECISis7) 

生 信 (aas) ED，ai =:oi(T<i 入 0) 

所 (00) 和 0210Ga) 一 (GOn)。 

< 对 >(a，…，au) 为 多 项 式 映 射 w 的 不 动 点 ， 
于 是 ,对 每 个 正 整 数 ! ,方程 组 (1) 在 FE, 的 ! 次 扩 戌 FE 中 解 的 个 
数 等 于 多 项 式 映 射 wm 的 不 动 点 个 数 。 在 代数 几何 中 , op: 电 作 是 
Frobenius 揣 射 . 它 在 代数 几何 的 算术 理论 中 起 着 重要 的 作用 . 


定义 ” 设 了 和 环 分 别 是 名 和 RAR” 中 的 代数 位 .映射 
了 一 ( 户 ，… 帮 :7 一 歼 

叫 作 从 了 到 丈 的 有 理 映 射 ， 是 指 

(1) (zi ao)E 开 ( 开 )， (Is 二 人 ) 

(2?) 如 果 (zza)GT<is<mm) 在 点 (al ao)EF 均 
有 定义 时 ， 则 了 (ea 三 (Ca 0) 
an))E 玫 ， 

由 定义 立刻 得 出 ; 

(4) 了 =( 帮 了):F 一 R” 是 有 理 上 映射 < 之 六 E&F).、 
(因为 R" 对 应 的 根 式 理想 为 (0). 从 而 上 面条 件 (2) 自然 成 立 ，》 

( 召 ) 如 果 又 有 有 理 映 射 gE:H-7 (7 是 有 中 的 代数 答 ， 则 
&。f :7 一 已 也 是 有 理 轴 射 (因为 有 理 函 数 的 复合 函数 仍 是 有 理 国 
数 ， 并 且 g。j(F)Eg&( 丈 ) 三 D). 

(C) 多 项 式 映 射 均 是 有 理 英 射 ， 特别 地 ， 重 等 映射 try:F 一 
Y 为 有 理 映 射 。 
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定义 ” 设 下 和 本 分 别 是 妃 和 R” 中 的 代数 徐 ， 如 果 存 在 着 
有 理 了 映 射 f7 一 四 和 8& :太一 了 ,并 且 对 于 每 个 点 已 和 FF ,当下 ( 己 ) 
和 &S&。fj( 忆 ) 均 有 意义 时 , 则 g&g。f(P)= 已 、 回 时 对 于 每 个 点 
QE, 当 了 。g(Q@) 有 意义 时 , 丰 。g(Q)=Q， 则 称 了 和 8 是 互 
逆 的 有 理 映 射 ， 并 且 称 代数 往 下 和 厂 是 双 有 理 同 构 的 ， 


设 了 = ( 廊 ，……,J):7F 一 克 是 代数 位 之 间 的 有 理 映 射 ， 对 于 
每 个 g(y1 ywn)ER( 厂 ),g: 厂 ->R 是 有 理 映 射 ( 见 (4) 中 所 
述 )。 从 而 g。f:7 一 有 R 为 有 理 肌 射 ( 见 (B) 中 所 述 ), 即 gE。jfE 
RCF )。 于 是 我 们 由 有 理 上 映 射 了 诱导 出 : 

三 :R( 克 ) 一 ROF)，gEF 帮 (8)=g 了 
如 果 币 和 下 均 非 空 , 则 域 & 矿 ) 和 有 &(P) 均 包含 有 作为 子 域 ， 不 难 
看 出 f* 是 域 的 R- 同 态 (RE- 同 态 即 指 圈 在 天 于 的 限制 是 恒 等 映 
射 )， 

下 一 定理 与 定理 4 是 很 相似 的 ， 但 是 证 明 需 要 更 多 的 代数 几 
何 知识 (其 麻烦 主要 在 于 : 一 个 有 理 映 射 f: 一 机 不 是 在 了 的 
所 有 点 均 有 定义 )， 我 们 略 去 证 明 ， 

定理 5 设 站 是 代数 封闭 域 , F 和 于 分 别 为 如 和 Rn 中 的 代 
数 镀 . 

(1) 如 果 f:F 一 多 为 有 理 映 射 ， 则 f":R (分 ) ~RCT) 为 域 
的 R- 同 态 。 并 且 对 于 每 个 域 的 &- 同 态 p:R( 印 ) 一 ECF)， 均 存在 
有 理 映 射 f:F-> 丽 ,使 得 p 一 妨 . 

(2) :7 一 厂 为 双 有 理 同 构 所 > 六:R( 矿 ) 一 PCF) 为 域 的 及 - 
同 构 . | 

这 个 定理 又 把 代数 簇 的 双 有 理 同 构 问 题 归 结 为 它们 的 有 理 函 
数 域 是 否 - 同 构 这 一 代数 问题 ， 

例 7 设 天 为 代数 闲 域 。 则 平面 代数 则 线 C:y?= xz2+ zs 是 
不 可 约 的 ， 因 为 2 一 2 一 和 3 是 R[z>， 扫 中 的 不 可 约 多 项 式 . 我 们 
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证 明 它 与 仿 射 直线 尺 双 有 理 同 构 ， 办 法 是 : 斜率 为 上 的 直线 y = 
4 与 曲线 CO 交 于 一 点 ， 

4 一刀 一 1，y 一 红 大 一 1) 
《参见 示意 图 )， 于 是 得 到 有 理 映 射 


V/ 
(218 一) 


g 一 z2 十 和 


了 :R 王 >O，Fi)=( 妇 一 1 8 一 1))。 
它 的 逆 为 有 理 映 射 ; 
ESE:C 一 R，8(7Y)= 一 YY/7， 
从 而 C 与 好 双 有 理 同 构 , 但 是 它们 不 同 构 。 因为 RLC]=RLzyyy]/ 
(y2 一 72 一 23)2 妈 [zz，ZYI+ZT] 作 为 环 与 RLt ] 不 同 构 . 


定义 “与 仿 射 空间 &"( 对 某 个 上 1) 双 有 理 同 构 的 代数 徐 叫 
作 是 有 理 代 数 簇 . 当 ?”=1 时 叫 作 是 有 理 曲 线 . 

于 是 例 7 表明 y?= zY2+ 23 为 有 理 曲线 。 有理 曲 线 的 进一步 
的 例子 为 ， 

例 8 不 可 约 平面 二 次 曲线 C: 了 (z,y)=0 均 是 有 理 曲 线 ， 
其 中 jz,y)=az2TDzy+cy2z+dz+ey+ 了 是 RLz,y] 中 不 可 
约 二 次 多 项 式 ， 

为 了 看 出 曲线 C 的 有 理性 ,我 们 任 取 C 上 一 点 (zo,yo) (我 们 
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在 86.1 证 明了 ,对 于 代数 封闭 域 ， 每 个 不 可 约 平面 代数 曲线 均 
有 无 穷 多 个 点 )， 过 (zu,yo) 耐 斜率 为 + 的 直线 y 一 yo-t(z -za) 
与 明 线 C 的 交战 之 %- 和 坐标 满足 关于 Z 的 二 次 方程 jayof+ 帮 于 
一 xzo)) -=0( 参 见 示意 图 ). 此 式 左边 设 为 4(Dowa+ B(Dz+CCD， 
它 的 一 个 根 为 ro, 从 而 另 一 个 根 为 RDD= 一 zo 一 志和 全 ,这 是 + 的 
有 理 函 数 . 于 是 我 们 得 到 有 理 喘 射 

FRRC， 帮 =(DC，yo 二 太 D( 一 Zo))， 
它 的 北 为 有 理 映 射 


了 Y 一 Yo 
和 一 光 0 


g:O->R，g( 57) 一 


从 而 不 可 约 平面 二 次 曲线 均 为 有 理 曲 线 ， 


例 9 现在 给 出 非 有 理 曲线 的 例子 ， 设 挛 池 3， 代 数 封 财 域 天 
的 特征 为 0, 或 者 特征 为 素数 但 是 zx +m . 则 曲线 多 :入 十 汶 =] 
不 是 有 理 的 ， 
证 明 ”如果 多 是 有 理 曲线 , 则 有 有 理 映射 
三 PR 2 一 (PC 人 ,WCG1))， 
其 中 mr(OOEAt 并 且 p(O"+HCD"1 集 0D= 人 全 ， 
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8 一 下 全 PCD59(0,7( 人 E 克 和 , 则 


2 人 (1) 十 2 纪 "一 rt 一 0， 
三 个 多 项 式 p,gr 中 任意 两 个 的 公 因子 也 必 是 第 三 个 多 项 式 的 办 
子 . 将 它们 的 公 因 子 去 掉 后 仍 满 足 上 面 等 式 ， 从 而 我 们 可 以 一 开 
始 就 假定 2,9g,7 两 两 互 素 。 将 上 面 等 式 对 上 人 微 商 ， 由 于 对 域 好 特 
征 的 假设 可 知 微 商 后 为 


DPI 平 019/ 一 73177 一 0。 


这 两 个 等 式 可 合 写 成 
人 
一 了 
于 是 


2 一 (7 一 和) Cr 一 7 (29 一 2 9)， 
由 于 p,9,7 两 两 互 素 ， 可 知 pl (g7 一 780)，g1 (7 一 277)， 
(29 一 020).。 令 deg D 一 adegg=D,deg7 一 0， 不 妨 设 Ga 
之 cc， 则 由 2 (7 一 79g0) 可 知 (2 一 1) 4 委 D+C 一 1 但 在 4>> 
zc 和 7w3 的 了 时候, (34 一 1)Gz>2 az2D+c>8+c 一 1。 由 此 导出 
了 矛盾。 从 而 曲线 . 灾 不 是 有 理 的 . 


研究 代数 簇 的 双 有 理 同 构 分 类 和 双 有 理 不 变量 是 代数 几何 的 
核心 问题 之 一 。 车 代数 匀 卫 和 有 双 有 理 同 构 ， 则 它们 的 有 理 函 数 
域 RCF) 和 大 ( 丈 ) 是 大 - 同 构 的 .特别 地 ， 它 们 在 愉 上 的 超越 次 数 
相同 。 我 们 把 RF ) 在 忆 上 的 超越 次 数 称 作 是 代数 灸 了 的 维 数 ， 
于 是 ， 双 有 理 同 构 的 代数 公有 相同 的 维 数 ， 即 准 数 是 双 有 理 不 变 
量 . 维 数 的 这 个 代数 定义 方式 与 几何 直观 上 一 个 代数 公 的 维 数 内 
念 是 一 致 的 。 E 

一 维 代数 徐 ， 即 不 可 约 代数 曲线 的 另 一 个 重要 的 双 有 理 不 变 
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量 是 所 谓 亏 格 &(genus)， 限 于 篇 幅 ,我们 不 能 在 这 里 讲 亏 格 的 严 
格 定义 ， 只 是 想 指出 ， 代 数 封闭 域 丸 上 亏 格 为 0 的 不 可 约 曲线 均 
是 有 理 曲线 ， 即 均 双 有 理 同 构 于 仿 射 直线 有 .从 而 亏 烙 为 0 的 不 
可 约 曲 线 只 有 一 个 双 有 理 同 构 类 。 亏 格 为 1 的 不 可 约 代数 曲线 叫 
作 是 椭圆 曲线 ， 它 们 可 分 成 无 穷 多 个 双 有 理 则 构 类 .事实 上 ， 可 
以 构 作 出 一 个 尺 上 的 一 维 代数 位 . 妈 ， 使 得 .和 上 点 一 一 对 应 于 居 
上 的 权 圆 曲线 双 有 理 同 构 类 . 一 般 地 ， 对 于 某 一 族 具 有 特定 性 质 
的 代数 签 丈 ， 如 果 我 们 能 将 多 中 成 员 的 双 有 理 同 构 类 很 好 地 参 
数 化 , 即 如 果 我 们 能 找到 一 个 下 上 代数 簇 . 巡 ,使 得 多 中 每 个 代数 
猎 双 有 理 同 构 类 一 一 对 应 于 .4 中 点 , 则 称 .4 为 罗 的 moduli. 
于 是 六 上 椭圆 曲线 族 的 moduli 是 下 上 一 个 一 维 代 数 负 而 当 
gg>>2 时, 亏 格 为 引 的 不 可 约 代数 曲线 族 的 moduli 是 一 个 3 8-3 
维 的 代数 焦 . 寻求 和 构 作 某 一 类 代数 得 之 moduli, 也 是 代数 几何 
一 个 基本 问题 ， 上 世纪 由 Riemann 等 人 对 于 复数 域 C 上 的 代数 
曲线 作 了 这 方面 的 开创 性 工作 ， 本 世纪 六 十 年 代 美 国 数 学 家 
Mumford 在 moduli 问题 上 作 了 出 色 的 工作 ,获得 1970 年 Fields 
奖 ， 

Euler 在 研究 不 定 积分 运算 的 过 程 中 最 早 券 虑 到 曲线 之 间 的 
双 有 理 同 构 性 质 .， 设 1(z,y)=0 为 复数 域 C 上 一 条 不 可 约 平面 
代数 曲线 , 则 Y 为 了 的 函数 ,y=y(z)， 对 于 每 个 有 理 尔 数 也 ( 蕊 ， 
了 ) EC[ 瑟 ,了 ], 研 究 不 定 积 分 

1= 人 P(zsy(z))az 

的 计算 问题 .一 个 重要 问题 是 ， 这 个 不 定 积分 是 否 可 以 表达 成 初 
等 函数 形式 ? 当 曲 线 C:f(z,y)=0 为 有 理 曲 线 时 ， 答 案 是 肯定 ， 
的 ， 因 为 设 p:R 一 C ,%:C 一 大 为 互 道 的 有 理 轴 射 ，B( 纪 一 (2i(b， 
92z()， 则 pi(，9pa(ER 人 (yz，Y)ERZ，Y) ,于 是 了 一 


人 Pei(D，w(D) wi(C0D Et。 此 时 被 积 函 数 是 上 的 有 理 函数 
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从 而 了 是 上 的 初等 国 数 . 再 代 和 人 1=%(zy)， 即 将 了 表 成 和 Y 
的 初等 函数 形式 . 

比如 说, 根据 例 38, 每 个 复数 域 C 上 的 不 可 约 二 次 曲线 CIY; 
一 ax2+gz+e 均 是 有 理 曲线 (ae,，D，cECc). 从 而 不 定 积分 了 一 
人 PCz YaaT55TD )dx 均 可 表 成 z 和 555T55T5 的 初等 


函数 ,从 而 也 是 zx 的 初等 函数 .而 例 8 中 给 出 的 曲线 C 与 仿 射 直线 
太 之 间 互 了 赣 的 有 理 映 射 ， 就 是 计算 不 定 积分 了 时 所 采 用 的 Euler 
变量 代 换 , 

又 如 : 当 ess1 时 ,曲线 C:yYy? 一 (1 一 zx2)(1 一 ezZ2) 的 亏 格 为 1， 
即 为 棋 贺 曲线 而 不 是 有 理 曲 线 。 不定 积分 


了 一 2 
TY (1 一 z2)(1 一 exy2) 
不 能 表 成 z 的 初等 国 数 ， 是 横 圆 积分 ， 而 它 定义 出 的 函数 叫 
椭圆 函数 。 


最 后 我 们 谈 谈 交 换代 数 中 的 局 部 化 方法 在 研究 代数 科 局 部 性 
质 和 整体 性 质 的 过 程 中 所 起 的 作用 。 设 大 为 代数 封 闲 域 , 万 为 如 
中 的 代数 集合 ， 对 于 下 上 每 个 虑 已 = (ai an)，mar={f(zh 
san)ERT]If(o， as)=0]) 是 坐标 环 ETF] 的 极 大 理想 ， 
并 且 每 个 极 大 理想 均 有 如 此 的 形式 .我 们 把 局 部 环 E[F]m, 岂 作 
是 代数 集合 Y 在 点 已 处 的 局 部 环 。 如 果 玉 为 代数 簇 ， 则 &FP] 是 
整 环 ,&[F] 可 看 作 是 &[F]m。 的 子 环 ,而 REF] 和 LIFJn。 的 商 域 
均 是 亚 的 有 理 函 数 域 R(F )， 并 且 


HLPJmy 一 | 攻 2 |EEALP],ECa aosso] 


={tf/gERTF)IT SSERTF]fLg 在 (at，……ao) 有 定义 ). 
在 点 已 = (oil……，4n) EF 处 有 定义 的 有 理 国 数 叫 作 是 在 点 己 正 
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则 的 函数 ， 主 是 局 部 环 AT ]mv 即 是 在 虚 王 处 正则 的 有 理 函 数 
环 . 这 是 Noether 局 部 整 环 .我 们 知道 , 对 于 任意 整 环 丸 ， 均 有 
FR= 站 BRB= 和 Ran(83.2 习 题 3). 取 刁 =RLF]， 


ESpec 惟 锯 抵 Max 尽 

我 们 便 有 
R[F]= 人 fr]ln。， 
五 执 了 

它 的 几何 意义 即 是 ， 代 数 位 下 上 的 一 个 有 理 函 数 如 果 在 的 每 点 
均 正 则 ， 则 必 为 多 项 式 函 数 . 

利用 局 部 环 民 『 ]mv 我 们 还 可 研究 代数 钞 耻 在 点 书 的 奇异 特 
性 ， 以 及 珊 个 代数 繁 在 公共 点 尸 处 的 相交 特性 等 .。 还 可 以 通过 局 
部 来 把 握 7 的 整体 特性 .我 们 这 里 就 不 仔细 讲述 了 


习 ” 题 

( 均 为 代数 封闭 域 ) 

1. 设 先 和 了 为 有 和 ”中 的 代数 集合 。 求 证 有 R- 代 数 同 构 :， RE x 
了 : 兰 有 [和 JJQREFj( 右 边 为 R- 代 数 的 张 量 积 ,参见 8 6.2 习题 5) . 

2. 姑 中 曲线 罗 = 和 与 仿 射 直线 好 双 有 理 同 构 但 是 不 同 构 。 试 给 出 曲 
线 守 一 y + 与 仿 射 直线 之 间 一 对 互 逆 的 有 理 轴 射 。 

3. 设 是 马 中 由 入 =%2 和 如 一 久 定 义 的 代数 集合 。 试 将 亚 分 解 成 有 
限 个 互 不 包含 的 代数 簇 之 并 。 并 证 明 每 个 代数 簇 分 支 均 双 有 理 同 构 于 仿 射 
直线 ， 

4. (1) 证 明 { 5 请 关 GE1tE 有 是 有 理 曲线 。 

(2) 证 明 ( 富 十 5) 一 44 一 和 2)(CaER) 为 居中 有 理 曲 线 。 [提示 ， 研 
究 此 娄 线 与 于 十 儿 一 克 Z 一 Y) 的 交点 。 

(3) 求证 极 坐 标 玫 示 的 平面 妃 中 代数 暴 线 *=sin 3 2p 为 有 理 曲 线 . 

《4 求证 妨 中 双 曲 线 xy= 工 与 仿 射 直线 玉 双 有 理 同 构 但 是 不 同 均 。 
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$ 6.4 代数 整数 环 


现在 谈 代 数 数 论 ， 我 们 在 第 五 章 85.3 中 证 明了 ， 每 个 代数 
数 域 云 ( 即 有 理 数 域 Q 的 有 限 次 扩张 ) 的 代数 整数 环 Ox ( 即 Z 在 
无 中 的 整 闭 包 ) 均 是 Dedekind 整 环 . 从 而 0x 的 非 零 分 式 理想 全 
体形 成 群 , 今 后 这 个 群 表 示 成 5( 天 )， 这 是 以 Or 中 全 部 非 零 素 理 
想 为 基 的 自由 Abel 群 ， 另 一 方面 , Ox 的 主 分 式 理想 全 体形 成 
7 ( 五 ) 的 子 群 ,今后 记 成 已 (下 ). 可 以 证 明 ,0x 的 理想 类 群 (或 叫 作 
是 开 的 理想 类 群 )C( 丘 )=I 开 )/P( 玉 ) 是 有 限 Abel 群 ， 我 们 在 
第 五 章 末 尾 还 证 明了 :，Ox( 或 天 ) 的 理想 类 数 1( 天 ) 一 1C(K)| 为 
1 拓 ->0x 是 唯一 因子 分 解 整 环 全 >Ox 为 主 理想 整 环 . 如 果 考 虚 
乘法 群 天 "= 天 一 {0} 到 群 已 (天 ) 的 同 态 ，a->(c) 一 aOr， 易 知 这 
是 满 同 态 并 且 核 为 Ox 的 单位 群 ZL(Ox)， 这 个 单位 群 今 后 记 为 
DZ( 玉 )， 在 代数 数论 中 对 于 (天 ) 的 结 构 也 有 很 明确 的 结果 .于 
是 ,代数 数论 最 基本 的 研究 对 象 体现 在 下 面 两 个 Abel 群 正 合 序列 
之 中 ， 

1 一 己 ( 开 ) 一 了 ( 开 ) 一 CC( 开 ) 一 1， 
T 一 C7( 瑟 ) 一 > 玉 * 一 > 已 ( 玉 ) 一 1。 

自然 会 提出 如 下 -- 些 问题 ， 

问题 1 对 于 给 定 的 代数 数 域 瓦 ， 如 何 决定 它 的 代数 整数 环 
Or3? 

问题 2 ”每 个 素数 ?在 Dedekind 整 环 Ox 中 的 扩张 理想 
2Ox 应 当 有 素 理 想 因 子 分 解 式 ，2pOx =p1 :52 ， 如 何 决 定 这 个 
分 解 式 ? 

问题 3 ”如何 计 算 Ox 的 理想 类 数 &( 天 )? 

在 这 一 节 中 ,对 于 任意 代 数 整数 环 Ox, 我 们 就 前 两 个 问题 给 
出 某 些 一- 般 性 结果 .在 下 一 节 中 ,我们 对 一 类 特殊 的 代数 数 域 
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二 次 域 给 出 更 具体 的 答案 和 某 些 应 用 . 


关于 问题 1， 首 先 有 如 下 的 一 般 性 结果 . 

定理 6 设 天 为 次 代数 数 域 ( 即 [和 :Q]= dimo 天 一 2)， 则 
代数 整数 环 Or 是 秩 为 4 的 自由 工 - 模 . 

证 明 设 c，……as 为 Q 上 维 向 量 空间 天 的 一 组 基 , 必要 
时 乘 以 一 个 大 的 自然 数 ， 我 们 不 妨 设 wE Or(1<i 和 2)。， 我 们 在 
$5.3 定理 7 的 证 明 中 知道 存在 非 零 有 理 整 数 gd, 使 得 Or 是 自由 


Z- 模 守 Z 田 … 申 宁 Z 的 忆 - 子 模 .， 但 是 自由 忆 - 模 的 子 横 仍 是 


自由 Z- 模 ， 从 而 Ozx 为 自由 Z- 模 ,并 且 rankzOrsn。 由 于 
ai an 是 Ox 中 一 组 Q- 线 性 无 关 元 素 , 从 而 它们 也 是 Z- 线 性 
无 关 的 ， 由 于 rankzOr 等 于 Ox 中 Z- 线 性 无 关 元 素 的 最 多 个 数 ， 
于 是 rankzOx 三 HH。 从 而 rankzOr=2， 即 Or 是 秩 2 的 自由 工 - 
模 .| 


定义 秩 ” 自 由 Z- 模 Or 的 每 一 组 基 wl……on* 均 叫 作 是 
Orx( 或 域 玉 ) 的 一 组 整 基 . 

于 是 , 若 ob ,ov 为 Or 的 一 组 整 基 , 则 Ox= ol1Z 田 … 四 
oriZZ， 换 句 话说 , 域 玉 中 每 个 代数 整数 ( 即 Or 中 每 个 元 素 ) 均 可 
唯一 的 表示 成 gc=miol+ 二 mnonsMiEZ， 决定 Or 的 整 基 
是 代数 数论 的 很 基本 问题 . 

正如 向 量 空间 的 基 有 不 同 取 波 一 样 ， Ox 的 整 基 也 可 有 不 同 
取 东 .但 是 Ox 的 两 组 不 同 的 整 基 有 一 定 的 联系 ， 设 {o ……， 
oj 和 {oli，……oaj 是 Or 的 两 组 整 基 , 则 每 个 oj 可 表 成 o1，'… 
oa 的 Z- 线 性 组 合 , 且 反之 亦 然 .于 是 我 们 有 


< 


位 
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其 中 必 和 六 为 和 阶 方 阵 并 且 元 素 属于 Z， 由 于 (to 和 1ofy 均 为 
攻 基 ,可知 形 六 二 (C 阶 单位 矩阵 )。 从 而 det 形 .det 六 一 1 
但 是 det 下 EZ， 于 是 det 歼 =: 土 1. 反 之， 如 果 {@of 人 是 一 组 整 基 ， 
型 是 元 隶属 于 乙 的 ?2 阶 方 阵 ,并 且 det 开 = 十 1, 则 开 是 可 逆 方 
阵 , 并 且 逆 形 一 的 元 素 也 属于 Z。 从 而 由 (1) 式 第 一 式 定 义 的 
{oij 必 然 也 是 整 基 ， 这 就 证 明了 : Or 的 不 同 整 基 之 间 的 变换 方 
阵 是 元 素 属于 Z 且 行 列 式 为 士 1 的 对 阶 方 阵 . 

设 cl … …，cv 是 代数 数 域 玉 到 复数 域 C 中 的 % 个 不 同 的 悉 
入 ( 见 85.3 定理 7 的 证 明 所 述 ,注意 到 /Q 必然 是 二 的 可 分 扩张 ， 
从 而 伐 入 个 数 等 于 2 =[ 严 :Q]) ,不 妨 设 ol 为 恒 等 嵌 入 。 由 于 每 
个 o 在 Q 上 的 限制 都 是 恒 等 映 射 (因为 Q 只 有 唯一 的 自 同 构 ), 从 
盏 由 (1) 式 得 到 


Cl(Ol) os(Ol) Ool)。 on(O1) 
语 鬼 刘 一 .4 下 
Oil(oOn) non) oil(oxo) on(oas) |。 


(Toio:))= 一 MT(oio5))M ， (2) 


于 是 


其 中 了 (oa)=2oi(a)(cE 疏 ) 即 是 85.3 定理 7 证 明 中 定义 的 
一 1 


元 素 a 的 迹 ,7(c)EQ. 并 且 当 cEOr 时 ,那里 证 明了 2(c)E 
民 . 


定义 设 cl … ,asE 天 , 则 QQ 中 元 素 
A(ai，……' aa) 一 det( 厂 (ciay))1<byan 一 


ol(ai) on(al) | 1ci(cD) coli(an) 


Cl(Caa) on(an) on(al) an(an) 
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Ce 


为 fa ve 的 判别 式 ， 如果 aiSOrC 生 is)， 则 Ac ， 
anjEGZ， 

下 一 引 理 表明 判别 式 可 用 来 判别 4xl， … ,ca 是 否 可 作为 Q- 
向 量 空间 到 的 -一 组 基 . 

引 理 3 设 开 为 双 次 代数 数 域 ,al，…… ,auE 五 , 则 

(1 A(a ca)s 盖 0 和 >x au 是 Q- 线 性 无 关 的 . 

(2)》 如 果 {ol oj 是 Or 的 一 组 整 基 , 则 A(or，……，ox 
由 Orx 所 决定 而 与 整 基 {o,) 的 选取 无 关 . 

证 明 〈1) 我 们 知道 代数 数 瑾 玉 是 Q 的 可 分 扩张 , 从 而 为 单 
扩张 。 即 存在 wa GE 天 (甚至 可 取 w EOx), 使 得 迫 =Q(a)。 于 是 
1 aa，…… 和 :是 Q- 向 量 空间 天 的 一 组 基 。 而 

2 王 
Ci(Ca) On(C) 
A(1,c,… ,ax 1) 一 

oO(C) ”1 eeOa(c) 
由 于 对 于 域 玉 的 生成 元 c ,ci(a)，…，on(Ca) 是 彼此 不 同 的 ， 从 
而 上 式 右边 的 Vandemond 行 列 式 不 为 零 . 于 是 A(1,a，…，a” 0) 二 
0. 现 在 对 于 天 的 任意 一 组 Q- 基 fac，……car》 则 它 与 基 {1,C，…， 
on 之 间 的 变换 方 阵 是 元 素 属于 QQ 的” 阶 非 异 方 阵 恕 。 于 是 
A(a cao) 和 Ala al) 相 益 因子 (det(C))2zss0， 即 
A(ai，…，an) 关 0 反之, 如果 ai，……，an 不 是 下 的 一 组 Q- 基 , 即 
它们 是 Q- 线 性 相关 的 . 则 


Cx8 一 1 


其 中 det(C3) =0。 从 而 A(Gal yan) 一 (det 而 )) 天 AGLC， 


an" 1) 一 0。 


"208。 


(2) 设 {ol po 和 {1o1 Goi 是 Or 的 两 组 整 基 ， 则 
宅 们 的 变换 方 阵 歼 的 元 素 属 于 Z ,并 且 行 列 式 为 十 1. 于 是 ALwil， 
… oo) 和 A(ol os) 相差 因子 (det( 季 ) 天 =1. 即 人 (op， 
On 矶 Al Gom)。 这 就 表明 A(ol，… on) 是 Or( 或 及) 本 身 
的 特性 ， 与 整 基 的 选取 方 站 无关. 


定义 A(ol……o) 叫 作 是 Qx( 或 域 K) 的 判别 式 ， 表 示 成 
qd()。 由 于 整 基 {ol,……，,oj 必 然 也 是 域 到 的 Q- 基 ,从 而 以 (五 ) 
是 非 零 的 有 理 整 数 . . 

判别 式 4&( 五 ) 对 于 寻求 Ox 的 整 基 是 有 益处 的 . 

引 理 4 设 关 为 怀 次 代数 数 域 ,4( 瑟 ) 是 到 的 判别 式 ,ci 
waEOxr 并 且 A(at…ao)s 关 0， 则 

(1) ci，x 是 Or 的 一 组 整 基 和 乓 ?>A(ci， an) 三 
CZ( 玖 )。 

〈《2) 如 果 有 理 整 数 A(al,…… :as) 没 有 平方 因子 ( 即 不 被 大 于 
1 的 某 个 自然 数 的 平方 所 整除 ) , 则 cl，……，,c, 为 Or 的 整 基 。. 

证 明 〈1) 字 根 据 定义 . 

和 拓 : 由 于 cv…:avEOx, 从 而 有 元 素 属 于 Z 的 呈 阶 方 阵 允 


四 


(7 人 CD 
其 中 fol，…,ow} 是 DOx 的 任意 -组 整 基 ， 于 是 A(cj，… ,an)= 
(det( 到 ))2Q(E)， 从 而 
Ac an) 一 0Q( 开 ) 人 >det(L 到 )= 土 1 人 >ci an 为 Ox 
的 一 组 整 基 ， 
(2) 如 果 wa， … ,ea 不 为 整 苇 , 则 对 于 上 面 的 方 阵 3 我 们 有 
|detCa)| 三 2。 从 而 (det(MD) 六 Atz aoJEZ。 这 与 假定 
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外 


A (ci …' ,an) 无 平方 内 子 相 了 矛 盾 。 从 而 人 1 ”Ch 必然 是 Or 的 
一 组 整 基 . | 


例 1 设 正 =B(V 二 谭 ) ,这 是 二 次 域 ， 注意 二 (1+ 一 廿 ) 


EOx, 因 为 它 是 首 一 多 项 式 到 一 z+5EZEo 的 根 。 天 在 C 中 的 
两 个 嵌入 是 局 等 映射 和 共 斩 映 射 c, 其 中 c(a+DT 一 19) =a 一 


5 二 贡 (o,2EQ)。 从 而 1 和 村 (1+ Y 二 瑟 ) 的 判别 式 为 


| 1 志 1+Y=)| 
A(1, 二 (1+ Y 二 丙 ))- ， We 一 一 19. 


由 于 一 19 无 平方 因子 , 根据 引 理 4 可 知 {1, 于 (1+ Y 二 贡 外 是 Ox 


的 一 组 整 基 ， 于 是 Ox=ZG@Z (去 + 去 w 二 厢 )=Z 全 二 


二 谭 |. 并 且 aCK)= 一 19， 


例 2 和 一 xz+1 是 QLz] 中 不 可 约 多 项 式 (由 于 入 一 YI 
(mod 5) 不 可 约 , 从 而 在 Z[z] 中 不 可 约 , 于 是 在 QiEz] 中 也 不 中 
约 ). 令 9 是 此 多 项 式 在 C 中 的 一 个 根 ， 则 到 =Q(9) 为 五 次 域 ， 
并 且 66Ox. 设 9 的 共 印 元 素 为 0 一 0,0，…,%。 则 

Al10;02)03,04) 一 det(T00 ) )0ciy<t 

5 SI 8S2 83 834 
S1 3S3 83 84 85 
一 | 8 8S3 34 35 86 
833 3S4 85 86 57 


3S4 3S5 86 587 88 


5 
其 中 s=7( 的 王 2 0 这 是 的 ,6 的 对 称 图 数 ,从 而 可 以 表 
一 | 


成 4，… ,bs 的 初等 对 称 函 数 ( 即 4 一 *+1 的 诸 系数 ) 的 多 项 式 ， 
由 此 可 算出 A(1,9,02,03,09) 王 19x151。 它 没有 平方 因子 。 于 是 
{1,9,02,05,04} 是 Or 的 整 基 , 即 Ox=ZL9], 而 4( 刁 )= 19x151， 
(习题 中 给 出 计算 A(1,0,02,0 ,9 的 的 更 好 办 法 )， 


我 们 在 $5.3 定理 ?7 的 证 明 中 普 定义 元 素 < E 天 的 范 W(a) 
=j[ciCc)yEQ. 并 且 当 ccEOx 时 ,N(c)EZ. 现在 我 们 来 定义 
i=1 


2x 中 理想 (Ox 中 的 理想 称 为 整理 想 ) 的 范 ， 设 为 Ox 的 非 零 整 
理想 , 则 a 是 Or 的 一 个 Z- 子 模 . 由 于 Or 是 秩 夺 的 自由 Z- 模 ( 引 
理 1), 从 而 子 模 a 也 是 自由 Z- 模 ,并且 rankzasz2， 另 一 方面 ， 
amnZ 是 Z 的 非 零 理想 (因为 车 0SaEa, 则 0xNCc)EamZ). 
从 而 (mm ) 王 忆 记 ia 其 中 么 为 自然 数 ， 于 是 当 {ol，…,on} 为 Or 的 
一 组 整 基 时 ,mosEa(1si<s2)， 并 且 a 中 元 素 和 ol … mon 
是 Z- 线 性 无 关 的 、 这 就 表明 rankza=2%, 即 a 也 是 秩 的 自由 忆 - 
模 。 设 a= xiZ 四 … 申 c,Z.， 则 


| 


其 中 4= (as ) 为 阶 方 阵 ，ausEZ 并 且 det(4) 关 0， 如果 {o 人 } 
是 Ox 的 另 一 组 整 基 ,a= cl1Z 四 … 四 cxZ , 则 


天 


昌 全 P) 


其 中 到 和 六 均 为 元 素 属于 乙 的 阶 方 阵 ， 而 det(2) 一 det(N)= 
“411， 


人 


土 1， 由 于 


/ Cl ol 
ay on 1/ 。 


从 而 |det(C4)1= |detCT4)|， 这 表明 |det(4)| 与 自由 2Z- 模 a 
的 基 {c,} 和 Ox 的 整 基 {toiy 的 不 同 取 法 无 关 , 即 它 是 理想 a 本 身 的 
性 质 . 

定义 1det(4)| 称 作 是 非 零 整理 想 a 的 范 ， 表 示 成 W(a)， 

由 定义 易 知 WOz) 王 1 ( 取 {ai ca 一 (ol on， 可 
知 4 了)， 

理想 的 范 有 如 下 一 些 基本 性 质 . 

引 理 5 设 开 为 2 次 代数 数 域 ,0 为 Or 中 非 零 整理 想 . 
则 

(1) 高 环 Ox/a 是 有 限 环 , 交 且 V(o) 一 12r/dj. 

(2) 如 果 a= 一 pp 是 0 的 素 理 想 分 解 式 ,其 中 pl，…，p 
是 Or 中 两 两 不 同 的 素 理 想 ，ei 记 >1， 则 六 (a)= 和 (pi) 
和 (po 。 

(3) 设 5 也 是 Ox 中 非 零 整 理想 , 则 WwW(ab)=NCa) NGb)， 

(4) 设 {ci……，cas 是 aa 的 一 组 Z- 基 ， 则 wg(ci，… co) 一 
和 (Ca)2d( 瑟 ) 

(5》 对 于 0sseEOr, 则 六 (aoOr)= 和 (ac) (右边 为 元 素 c 的 
范 ) , 

证 明 (1) 根据 82.6. 定理 12, 我 们 可 以 取 Ox 的 一 组 整 基 
ol ,0 使 得 Or=oiZ 田 … 四 oZa=ai0IZ 四 四 aoxZ， 
aiEZ， 于 是 


的 村 


CC 了 Cn 本 
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由 定义 即 知 Ng) 一 ae， 另 一 方面 ,我 们 有 乙 - 模 同 构 
Or/a 一 (OZ 四 …: 申 DZ)V/0aioIZ 田 中 aasZ) 
2 OZ/aioilZ 四 .…… 申 o,Z/ao,Z 二 Z/aiZ 由 …… 电 Z/a,Z， 
于 是 IOx/el = |a as|=N(Ca). 
(2) 由 中 国 剩余 定理 我 们 有 环 的 同 构 : 
Or/asOx/ pf 四 ， -四 Or pr。 


了 站 


因此 (ao)=10x/al= 了 1orp24= Jp:， 我 们 只 需 再 


证 ， 对 于 每 个 (0)spESpecOr,， 和 e 三 1, 均 有 NG 一 六 (pp) 即 
可 。 对 每 个 有 RB1, 取 ac Ep 一 pi 并 作 喘 射 


灭 二 上 
wp:0x>-25 旦 一 ，zryaz(mod 1 


由 < 的 选取 可 知 (c)= 和 pa/ ,其 中 凡是 与 p 互 素 的 整理 想 . 于 是 
aOr+BI 一 ((a)，pI) 一 (Na pi 一 站。 从 而 是 从 Or 到 
pt/px+l 的 Ox- 模 满 同 态 ， 另 一 方面 ， 
ZE KKer 9 和 (xyz) 三 和 1 和 人 > 天 (cz) 一 Pa (2Z) 
<->p1(z) 拓 >z Eh。 
从 而 Ker pe=p。 因 此 我 们 有 Ox- 模 同 构 0"/p 关 六/p :于 是 
入 (P) 一 10r/p| 一 1Ox/p| 1PAp2 PP| 
一 |1Or/p| 一 NGCp) 。 
(3) 将 ae 和 8 表 成 素 理想 分 解 式 之 后 ,由 (2) 立 刻 得 出 (3)， 


〈4) 令 
Cl Ol1 
| 
Cn Cn 


由 定义 知 W(a)=1det(M)I. 设 ali os 是 到 到 C 中 的 蒜 个 
代入 ，, 则 (ci(a)) 一 Coi(oy))， 于 是 
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0 


ACal ya)-:(det(ci(a)))2 一 (det( 肛 ))20det(ai(Co，))) 
= 和 (azA(ol om) 一 Na) Cd( 玉 )。 
(5) 车 a=(c). 则 co ao 是 a 的 一 组 Z- 基 .由 (4) 
知 A(aaot ac NAN(o2d( 开 )， 但 是 另 一 方面 ， 
&Cao aon) 一 (det(ol(a)ai(wo，)))2 


=-(J oil(a) ) (det(ai(@，))7 


一 NCc) 2d( 开 )， 
于 是 ICo)1=NC). | 


现在 我 们 转 而 研究 问题 2. 即 对 每 个 素数 2 ,如 何 得 出 2O4 在 
Dedekind 整 环 Ox 中 的 素 理 想 分 解 式 
2DOx 一 pp2e， 《1) 
其 中 pl ……，pe 为 Or 中 两 两 不 同 的 非 零 素 理 想 ，ei>141 科 i 
E)， 
由 于 p, 在 工 中 的 限制 是 忆 的 非 零 素 理想 , 但 是 DEHP， 从 而 
“人 帮 Z = DZ。 另 方面 ,对 Ox 的 其 他 非 堆 素 理想 pspi(1<i<g)， 


则 ?与 pOx 一 8 jp2 互 素 ， 从 而 pmZSSDZD。， 这 至 少 在 理论 


上 刻画 出 Ox 的 哪些 素 理想 p 可 作为 Or 的 素 理 想 因子 , 即 P 们 忆 
一 2Z( 或 者 写成 2EP) 的 那些 素 理想 ?. 

作 环 的 同 态 p:Z 一 Or/pi wz Hz2(mod pi)。 下 er 0 一 民 站 HP 一 
ZZ， 于 是 给 出 环 的 单 同 态 Z/ZZ 一 Ox/P， 但 是 两 边 均 是 域 ， 而 且 
均 是 有 限 域 ， 因 此 域 Ox/p: 是 卫 元 域 Z/pZ 的 有 限 次 扩张 . 从 而 
NGp)=1IOr/pi=20。 我 们 称 丰 = 六 (2 为 Pi 对 于 了 的 剩余 
类 次 数 ,而 分 解 式 (1) 中 的 ei 一 et(2/p) 叫 作 是 p 对 于 2 的 分 歧 指 
数 . 这 些 参数 之 间 有 一 个 简单 的 公式 . 

引 理 6 设 玫 为 由 次 代数 数 域 , 对 于 素数 D,(1) 式 为 POx. 
在 Ox 中 的 素 理 想 分 解 式 .。 则 
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改 


> eif 一 7 


1 

证 明 ”将 分 解 式 (1) 两 边 取 范 ， 左 边 为 (DOr) 一 六 (2D) 一 2 
( 引 理 5 的 (5)) ,右边 为 六 (pp VCpe) 一 De。 于 是 
1 一 el 太 二 eef 1 


现在 我 们 给 出 求 分 解 式 (1) 的 一 个 颇 为 有 效 的 方法 . 

定理 7 设 天 为 ! 次数 域 , 下 =Q(a),aEOr。Tf(z) 一 2 十 
cx" 1+ 十 cnEZLz] 是 ac 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 , 则 

(1) ZLa] 为 Ox 的 子 环 , 并 且 加 法 商 群 Or/Z[aj 是 有 限 群 

(2) 设 2 是 素数 并 且 2+ 10Ox/Z[a]l , 令 jz) 在 主 理想 整 环 
Z/DZFEzj 中 分 解 成 

fGz) 一 万 (z) ez)(mod 2)， 

其 中 廊 (z)，……，,jJ(z) 是 Z[z] 中 首 一 多 项 式 ,并 且 看 作 Z/2Z[z] 
中 元 素 时 是 彼此 不 同 的 不 可 约 多 项 式 。 则 天 三 (2 太 (c))01 委 is 
8) 是 Ox 中 如 个 两 两 不 同 的 素 理想 ， 并 且 2Orx 在 Ox 中 素 理想 分 
解 式 为 pOk 王 三 pi， 而 且 帮 (PPD) = deg 1 (7) 〈1 入 i 入 
E)。 

证 明 〈1) ZLc] 显 然 是 Ox 的 子 环 ,并 且 它 们 均 是 秩 半 的 自 
由 2Z- 模 ,于 是 有 整 基 {ol，'… ,ov}, 使 得 Ox=Gol 四 … 中 Zao， 
Z [cc]=Zmioi 中 … 中 ZooaiEZ， 由 于 TankzZ[a]j=2， 从 
而 mm … ,7 均 不 为 0， 于 是 有 Abel 群 同 构 

Ox/Z[a]=ZV/iIZ 四 … 由 Z/ mxZ， 

从 而 10x/Z[a]|=|1m ms 有 限 ， 

(2) 令 关 =deg fi(z)(<si<8)， 我 们 先 依 次 证 明 如 下 三 件 
事 ， 

(4) 对 于 每 个 ;1 ,或 者 pi=Or 或 者 Or/Di 为 入 元 域 。 这 是 
因为 ， fxz)(mnod2D) 不 可 约 , 从 而 局 =ZV/pZLz]/ CT 六 (z)) 为 域 ， 
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我 们 有 环 的 自然 满 同 态 p:Z[z] 一 人 人 人 ECz) 一 5(z) Cno 


d pf(z))。Kerp 一 (2D,(z) )。 从 而 有 环 辐 构 巧 引 人 Ts 
-7 人。 但 是 有 边 为 8 元 域 ， 从 而 左边 也 是 域 ， 于 是 〈2， 
fi(z)) 是 ZLz] 的 极 大 理想 ， 再 考虑 环 的 同 态 

:ZLz] 一 Orx/P， fr)r>y(c)(mod pi)。 
由 于 HP =(2 万 (a)) ,从 而 (2D 后 (z))SEKerz。 但 是 (2 所 (z)) 是 
Z[z] 的 极 大 理想 ,从 而 Ker r=(2D, 思 (zz)) 或 者 Kerr 一 ZLz]. 只 
需 再 证 明 x 是 满 同 态 , 即 得 (4) 中 结论 ( 因 Ker r 的 上 述 两 种 可 能 
分 别 对 应 于 DOx/P, 为 2 元 域 和 pi=Ox 两 种 情形 ) .为 证 * 是 满 同 
态 ,又 只 需 证 明 pi+Z[c]=Oxr.， 但 是 p 二 2pOx, 从 而 又 只 需 证 pOrx 
+2Z[o]=Ox 即 可 ， 这 时 我 们 要 利用 定理 假设 zt1Or7ZFcx]1， 
由 于 10x/2Ox|= 人 而 尼 =Ox/Z(z)+2DOx) 是 Ox/Z(c) 的 商 群 ， 
从 而 | 玉 | 除 尽 1Ox/ZEc]ji。 同样 理由 | 有 1 也 应 当 除 尽 10Ox/pOrj. 
但 是 上 述 表 明 |Ox/VZLa] 和 [Orx/pOxl 互 素 , 于 是 | 忆 |=1 即 Z[a] 
+2Ox= 一 Or。 这 就 完全 证 明了 (4). 

(B) 1<iJ 和 8g, 则 (pp ) 三 1( 互 素 )。 这 是 因为 ， 1 (z) 和 
f;(z) 是 Z/DZLz] 中 不 同 的 不 可 约 多 项 式 , 从 而 有 jz)，R(Z)E 
Z/2ZZ[Lz], 使 得 zz)jCz)+Rz)fz)=1(mod 2)。 代 入 ax 得 
到 六 (c)pa)+ (ax)RCa)=1Cmod DO 从 而 1=(D，j(c)， 
fa)) 一 太 十 py 一 (pipy)， 

(C) 2Orlp 和 pb。 这 是 由 于 ， 令 入 = 下 (c)， 则 ph 一 (2， 
?。 由 (B) 知 1 生 is 委 g 时 , (DY) 王 1 令 9 一 (DYy 生 ， 
?8), 则 pipa 一 (D21D)(D ?2 一 (2 D?0Dya yy72) 一 (2 (2D，P1， 
?2) ,7172) 一 (2 yp1?2) .pi 一 (Di 一 (D2 2 S(D 和。 下 
此 归纳 下 去 即 知 pf pp 三 (CD 2355) 一. 只 需 再 证 a=DOrx 
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期 可 为 此 将 xz=a 代入 ffz)= 廊 (zfeCz) (modp) 得 到 
0 一 (oa 三 万 (a)08Ca)c 天 ?73 (modpOr)。 却 3 人 
?SGEZDOk。， 从 而 0 一 (PD7?f 2) 一 (D) 一 DOrx。 

现在 证 明定 理 7 的 (2)， 由 (4) 我 们 不 妨 设 pl …… ,p, 均 不 为 
Ox ,而 ho 一 … 一 hp=0Ox 则 pi(1<i<s) 为 Ox 的 素 理想 ,pO 三 pi， 
并 且 fp/pD) 三 FE<i<s)， 由 (B) 知 pp 彼此 不 同 ， 由 
(C) 知 pOklp 生 p3 于 是 DOx 一 中，p3 ds<ei(Ts<i 生 s)， 利 
用 引 理 6 可 知 

2 二 四 记 二 二 ef 二 ee 症 ee 


但 是 由 六 xz) 三 fi(z)27(z) (mod pp) 可 知 2 一 deg 三 一 之 ei 
degj Cr) 一 》)eif 于 是 只 能 是 8g=3 并 且 e=di(1sIsg) .这 
1 一 5 


就 完成 了 定理 7 的 证 明 . | 

注 记 如果 Or 中 存在 形 如 {t,ac……:c” 1 的 整 基 , 即 Orx= 
Zr[c], 则 |Ox/ZLae]| 王 1。 从 而 对 每 个 素数 p 均 可 用 定理 7 的 办 法 
求 2Ox 的 素 理想 分 解 式 。 我 们 在 下 节 中 会 看 到 ,每 个 二 次 域 玉 均 
有 形 如 {l,c} 的 整 基 ， 但 并 不 是 每 个 域 都 可 以 这 样 作 的 《习题 
1)， 

例 3 f(z)= 一 zs3+z+l 是 QLr] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 令 @o 是 
f(z) 在 复数 域 上 的 一 个 根 ， 则 玫 =Q(Co) 为 三 次 数 域 . 经 计算 知 
A(lo,o2) 一 一 31, 没 有 平方 因子 , 从 而 Ox=ZLo]。 利用 定理 7 
我 们 可 以 得 到 任何 素数 2 在 Ox 中 素 理想 分 解 情况 ,比如 

对 于 2=2, 了 (z)(mod 2) 无 根 ， 从 而 1(z) 在 Z/2ZLzj] 中 仍 
不 可 约 . 因此 2 Ox 为 Or 中 素 理想 . 

对 于 ?=3,f(z)= 三 (zw 一 1)(z2+z 一 1)(mod3). 而 w2+Yw 一 1 
在 Z/3 ZfHz] 中 不 可 约 ， 于 是 3 Ox=bipz， 其 中 pi=(3,o 一 1)， 


*“ 217 。 


1 


p2 一 (3,o?+w 一 1) 是 Ox 中 两 个 不 同 的 素 理 想 , 并且 j(3/pi) 一 1， 
j (3/b2) 一 2, 即 NGpD) 一 3,，N(ph) 一 9。 

对 于 p=31,zs+xz+1=(z 一 3)(z 一 14)2(mod 31)。 于 是 31 
Or 一 plip3 ,一 (31,@ 一 3)，b2 一 (31,@ 一 14)，NCPD 一 和 《pa) 一 
31， 


习 题 

1. 设 c 是 jz)=zs+5yY 二 4=0 的 一 个 根 ， 尼 一 Q(c)， 求 证 页 为 三 
次 成 ( 即 [ 开 :Q]=3)， 并 且 qd (并 ) 一 一 4 233。 

2. (Dedekind)(1) 证 明 党 十 和 一 2 十 8 为 QFz] 中 不 可 约 多 项 式 。 

(2) 令 c 是 该 多 项 式 的 根 , 下 一 Q(a). 证 明 A(1,ayc2) 一 4.503。 

(3) 证 明 a'=4/a EOr, 并 且 {aya 人 是 Or 的 一 组 整 基 。 

(4) 证 明 d&( 下 ) 一 503。 

(5) 证 明 对 每 个 ?》EOrx ,{1 7? 中 均 不 是 Or 的 整 基 .[ 提 示 : 证 明 A(1， 
?，2) 是 偶数 ，] 

3. 设 f(z) 是 ZEz] 中 不 可 约 首 一 多 项 式 ,degjf 一 0:ai as 是 它 的 ” 
个 根 。 求 证 ， 

(1) II 《ce 一 wo)EZ。 此 数 称 作 是 多 项 式 jz) 的 判别 式 , 记 成 wy。 


区 了 < 机 


9 玫 一 匡 


(2) 以 久 (z) 表 示 了 (z) 的 导 函 数 ， 则 dy 一 (一 1) 二 和 Leo)， 


《3) 令 ca= 一 ai 刁 =Q(a)。 求证 A(l,ac，… aa" ID) 一 gry。 


呈 (有一 1 


4. (1) 设 jz)=z" +a，eEZ。 求证 迪 = (一 1 2 nnan 
(2) 设 Fz)=z*+Taz+TBDE ZrFz] (不 可 约 )。 求 证 


攻 ( 下 一 1 


dy 一 ( 一 ”2 [( 一 DC 一 1 G" 十 9203] 
(3) 当 (2) 中 取 2=2 和 3, 则 2 二 az 十 总 和 xs 二 az 十 的 判别 式 分 别 为 
G 一 4 和 一 (4a 十 27 和 2)( 这 就 是 通常 所 称 的 判别 式 )。 
5. 复数 ac 叫 作 是 单位 根 , 是 指 存在 整数 之 1 使 得 w“" =1。 
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(1) 求证 : 每 个 代数 数 域 到 中 全 部 单位 根 形成 一 个 乘法 群 ， 并 且 是 
限 循环 群 。[ 提 示 : 设 [K:Q]= 一 2， 单位 根 a 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 为 "十 ai 
Tn 十 十 an 求证 atEZ ,Wi<2 ,并 且 1a 委 C5(1 委 i 委 mm)， 由 此 可 知 羽 
让 只 有 有 限 多 单位 根 。 而 域 中 有 限 飞 靶 群 必 为 循环 群 ], 

(2) 若 wa ECOr, 则 < 是 单位 根 后 >c 的 所 有 共 斩 元 素 的 绝对 值 均 为 1。 
「 提 示 : 令 廊 (z) 为 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 。 证 明 deg ji(z) 和 也 (z) 诸 系数 
的 绝对 值 均 有 界 , 且 此 界 只 依赖 5 天:Q] 而 不 依赖 i 于 是 帮 (z)(G1D) 只 有 有 
限 个 是 不 同 的 。 从 而 c (之 1) 也 是 如 此 ]。 

6. (1)》 设 a 是 Or 的 整理 想 , 忆 为 代数 数 域 , w (a) 一 gg。 求 证 gEa。 

(2) 对 于 每 个 整数 g 之 1, 求 证 在 某 个 代数 数 域 到 中 满足 六 (ea) 委 & 的 整 
理想 a 只 有 有 限 个 。 

7. 令 开 =Q(o),a: 二 4 一 2 xc 十 8=0( 习 题 2)。 求 出 素数 3,5 和 503 在 
oz 中 的 素 理 想 分 解 式 。 


S$S6.5 二 次 域 


现在 我 们 将 上 节 的 一 般 性 结果 用 于 二 次 域 。 所 谓 二 次 域 玉 即 
是 有 理 数 域 Q 的 二 次 扩张 。 于 是 五 =Q(a) ,其 中 4 是 某 个 不 可 约 


多 项 式 z2+ax+DEZ[z] 的 根 ， 于 是 a= 寺 (一 9 十 VD)， 


Ta 一 48 秋 Q， 但 这 时 天 =Q(Ce)=Q(Y ea 一 40， 如 果 a2 一 
一 224, 则 天 =QCYWZ )， 因此 每 个 二 次 域 总 可 写成 为 ， 
开 =QGAo ,YY KZ,dEZ, 并 且 4 没有 平方 因子 
我 们 先 来 决定 二 次 域 的 整数 环 . 
定理 8 设 玉 =Q(CYG) 是 二 次 域 ,dEZ，,d 无 平方 因子 . 
(1) 对 于 元 素 <E, 则 ，cE Orxe->7(c),，N(c)EZ， 
而 人 
yd , 当 cd=2,3(mod 4) 时 . 
则 tl,o} 为 Or 的 一 组 整 基 , 即 Or 一 Z[ow] 一 Z 四 Zo， 
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_ fa, 当 %=Tmod4) 时 ， 
《3) za 一 | 4, 当 dg=2,3(mod 47> 时 ， 
证 明 (1) 字 显 然 . 生 是 因为 a 是 首 一 多项式 字 一 全 (ay + 
mwfa)EZ[z] 的 根 ， 


(2) 和 (3)， 当 & =1(mod 分 时 ， 由 于 7 (也 (1+ Y)) 


(于 G+YT))= 二 一 0)EZ. 从 而 由 (1) 知 二 (1+ WAT) c 


Or。 又 由 于 
1 于 CGI+ TY 可 ) 
人 去 GL+Y)] 的 判别 趟 = 一 d 


1 下 
1 了 4GI 一 Y dd) 


而 4 无 平方 因子 ,于 是 11 , 却 (1+ Y 了 | 是 Or 的 整 基 , 并 且 @( 尼 ) 
一 0 

车 &E=2,3(mod 4)。 天 中 元 素 均 可 唯一 表 成 c+ RTV d ，c， 
有 BEQ. 由 ( 知 xc+6 dd EOrG>2aa2 一 82dEZ, 这 肘 (2c): 
一 (2.0)29E4Z， 从 而 (2 O)24EZ， 由 于 q 无 平方 因子 ， 从 而 2 
EZ. 令 2a=a,268=D, 则 apEZ, 并 且 ca? 一 520 三 0(mod 4)， 
当 wq% 关 2,3(mod 4) 时 ， 不 难看 出 wa 一 224d 关 0(mod 4) 的 解 必 然 满 
足 oa,5E2Z， 于 是 ,8EZ， 反之 , 如 果 c，REZ， 则 显然 + 
6VY aaEOrc. 从 而 Ors=fta+pVadlja 868EZ) =ZZWMY= Z 
1 Ya 
> 可 


了 
下 一 步 要 研究 素数 2 在 二 次 域 整数 环 Ox 中 素 理想 分 解 的 情 


[7 1], 即 (1 4) 是 Ox 的 整 基 , 而 4( 玉 )== -40d. 


形 ， 由 引 理 6 证 明 的 关系 式 2.e 庆 一 2， 可 知 2 在 二 次 域 整数 环 
0x 中 的 分 解 只 能 有 以 下 三 种 可 能 
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(A) 2Or 一 bihbz,pbisspbz NbiD) 一 NGCpz) 一 2。 

(B) DOx=p NG) 一 D， 

CC) DOk=h, 即 Orz 为 Or 中 素 理想 ,此 时 NCp) 王 P7. 

为 了 判别 pOx 的 分 解 究 竞 属 于 哪 种 情形 , 我 们 需要 初等 数论 
中 的 一 个 符号 ，Legendre 符号 . 设 了 是 奇 素数 ,8 EZ， 并 且 了 二 
8#。 如 果 zz 三 42(mod 2) 有 解 , 则 称 交 是 模 z 的 二 次 剩余 ,并 且 表 示 

名 


成 ( 生 }=1， 如 果 同 余 方程 <:=mn(mod pD) 无 解 ， 则 称 为 模 的 


二 次 非 剩 人 ,表示 成 ( 疙 ) = 一 1， 不 难 证 明 ， 两 个 二 次 剩余 之 积 仍 
是 二 次 剩余 ,个 二 次 剩 全 和 一 个 二 次 非 剩余 之 积 为 一 次 非 剩余 ， 
而 两 个 一 次 非 剩余 之 积 是 二 次 剩余 ， 从 而 映射 

也 


全)， (Z/pZ 一 (100->( 二 Diary( 号 ) 


是 乘法 群 的 同 态 。 模 卫 的 二 次 剩余 共有 -二 个 , 即 是 12,22，，，， 


2 一 1 2 了 一 1 
( 巧 二 ) 的 本 2 同 余 类 ,从 而 二 次 非 剩余 也 有 全 二 个 同 余 类 ， 对 


“于 大 素数 ， 由 定义 来 判别 是 二 次 剩余 还 是 二 次 非 剩 余 是 不 方 
便 的 .但 是 在 初等 数论 中 给 出 计算 Legendre 符号 (也 ) 的 好 方 法 ， 
即 二 次 互 反 律 。 详 见 有 关 初 等 数论 的 书 . 

定理 9 设 开 ~-Q(1 总 ) 为 二 次 域 , 4 为 无 平方 因子 的 整数 ， 
2 为 素数 ， 


(1) 如 果 2p14( 开 ), 则 DO 一 靖 ， 
(2) 车 卫 为 奇 素数 并 且 2 G(E)( 这 时 必然 p+ aq) ,由 


当 ( 号 ) 一 1 时 ,pOr 一 bipa,pisspa。 


当 (号 )= 一 1 时 ,pOx=p， 
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(3) 若 p=2, 且 2 直 d( 天 )( 这 时 必然 &=1Cmod 4)》 则 
当 =1ICmod 8) 时 ,2 Ox 王 hip,plsspba。 
当 d 三 5(mod 8) 时 ,2 Or 一 h。 
证 明 由 定理 8 知 Or 有 形 如 {l,o} 的 整 基 , 从 而 对 每 个 素数 
了 均 可 用 定理 7 来 求 pOx 分 解 情况 ， 
(a) 设 g 三 2,3(mod 4)， 这 时 o@ 王 Y qd ，o 的 极 小 多 项 式 为 
(oz) 一 za 一 dd( 开 )=4d. 
先 设 卫 为 奇 素数 ， 这 时 在 pl14( 开 )=44 即 Dig 时 ，j(z) 三 
z2(mod 2p). 于 是 pOx=p?p=(p,Yd)。 当 2+dCR)=42 即 


了 4 时 ,如 果 ()=1, 即 有 aEZ 使 得 4=oz(mod p)， 则 jz) 


一 w 和 ?一 0 三 (一 a)( 和 +a)(mod p)， 并 且 ae 关 一 a(mod D)， 从 而 
2Z 一 4 和 x+a 是 Z/pZ[z] 中 不 同 的 多 项 式 ， 因此 pOr 一 pipa, pi 
popi= (P, Y 可 -apa=(P，YT +a)。 如 果 ( 呈 ) 一 一 L 则 
jz)=zZ2 一 0 为 模 卫 不 可 约 多 项 式 , 从 而 DO 一 1. 

再 设 ?=2， 这 时 pldg(K)=49 当 qd=2(mod4) 时 ，j(z) 
一 2 一 4 三 X2(mod 2) ,从 而 2 0 一 Pb 一 (2，W dz )。 抽 当 & 三 3 
(mod 4) 时 ,xz)=z2+1=(+1)2(mod 2)， 从 而 2O0x= 半 ，p 一 
《2,T ad 十 1). 


(b) 设 4=1(mod 人. 这 时 加 = 到 (1+WE)， 它 的 极 小 多 


项 式 为 xz? 一 z 一 村 (4 一 D)EZ[z]， d( 玉 )=-0。 


先 设 2 为 奇 素数 。 我 们 不 用 Or 一 Z[w] 而 仍 用 环 ZI[Y 4 ]. 
由 于 |0x/Z[Yd JI=2, 于 是 p|k# 10r/ZLY d ]|， 从 而 利用 定理 
7 可 知 其 结论 与 4 三 2,3(mod 4) 时 完全 相同 ， 


再 设 p=2。 当 ds=1(mod 8) 时 ,z? 一 开 (d imtzr- 
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1)(mod 2)， 于 是 2 Or 一 bip2, (2,o) 一 pispz=(2， 0 一 1)， 最 后 
当 qE5(mod 8) 时 ， o2 一 ?一 二 (@+I) 二 22+z+1Cmod 2) ,而 xz 


+2+L 是 mod 2 不 可 约 多 项 式 , 因 此 2 Or 一 p,，# 


现在 介绍 一 下 关于 二 次 域 的 理想 类 数 问题 。 Gauss 最 早 研 究 
了 二 次 域 下 =Q(Y 一 贡 的 理想 娄 数 ,证 明了 X( 正 )=1， 即 Or 是 
主 理想 整 环 .其 证 明 完 全 是 仿照 民 中 所 采用 的 方法 . 大 家 知道 ， 
证 明 Z 为 主 理想 整 环 的 通常 办 法 是 借助 于 欧 几 里 德 除法 算式, 对 
于 任意 整数 ”和 正 整 数 双 ， 均 存在 &,7EZ, 使 得 2 一 4Oa 二 7， 0 天 
<<m (9 为 商 数 ，7 为 余数 )， Gauss 将 欧 氏 除 法 算式 推广 到 
Z [7 一 菇 中 ,其 形式 是 ， 

引 理 7 设 e+bY1i,c+dyY 一 IEZ[IY 一 二 ( 即 e,5,c， 
daEZ),， 并且 e+eY 二 I 关 0. 则 有 4+ 了 BY 一 1，C+DYK 一 1E 
Z [7 一 , 使 得 

aa+D TIT= (e+dY1)(4+BY1) +(C+DY 一 1)， 
并 且 0<N(C+DHM 二 TI)=C2+D2<N(c+dY 一 1)。 


证 明 -at ieK=Q(Y 二 IT)， 即 cpe 


Q. 令 4 和 五 分 别 是 距 wa,B 最 近 的 整数 , 则 对 于 ?=a 一 4 和 9= 


6 一 孔 , 便 有 |?| <1/2,16[ 委 1/2. 于 是 W(y+6Y 一 1)= 委 十 9 去 


寺 + 寺 <1， 而 


4 
a+5 Ti= (ed 二 iD(4+BET+ (e+daY 一 1)(? 
+6(Y 一 1). 
取 C+DY 一 IT= (e+dY 二 1) (+6Y 一 1)， 则 C+DY 一 1 = 
a+8y 二 IT 一 (e+dY 二 1)(4+BY1)EZ[IY 一 , 并 且 0< 
N (C++DHY=1) =NCe+dY 一 1,. NO+6Y 一 1) < (e+ 
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Gd 一 1 | 
系 Z[Y 一 1 是 主 理想 整 环 。 因 此 二 次 域 Q(Y 一 1 的 理想 
类 数 为 1 
证 明 设 a 是 ZLY 一 匡 中 非 零 理 想 ， 命 e+dY 二 JI 是 中 
范 最 小 的 非 零 元 素 , 则 对 于 每 个 a+2DY 一 IEa， 由 引 理 7 我 们 有 
a+DY 二 IT =(codY 二 1)(4+BElTD)+C+DYlT), 4 也 ， 
C，DEZ. 并 且 NIC+DM 瑟 <Ne+dy 二 1)， 显 然 C+ 
DTy 一 1Ea， 于 是 只 可 能 C+DY 一 TI=0， 即 e+DpY 一 1TE(c+ 
& TY 一 。 从 而 ae=(c+dY 一 D), 即 为 主 理 想 , 量 
用 上 述 方 靶 只 能 决定 很 有 限 的 几 个 二 次 域 的 理想 类 数 . Gau- 
ss 得 到 了 任意 二 次 域 理想 类 数 的 一 个 公式 ， 利 用 这 个 公式 ,Gau- 
ss 手 算 了 许多 一 次 域 的 理想 类 数 ， 基于 这 些 数 据 Gauss 提 出 了 
两 个 著名 的 猜想 ， 
(一 ) 只 有 有 限 多 个 虚 二 次 域 Q(Y 4 )( 即 &<0) 的 理想 类 数 
是 1， 他 猜想 只 有 9 个 理想 类 数 为 工 的 虚 二 次 域 , 即 &= 一 1, 一 2， 
一 3, 一 7, 一 11, 一 19, 一 43, 一 67 和 一 163。 这 个 猜想 一 直到 1967 
年 才 由 美国 数学 家 Stark 和 英国 数学 家 Baker 各 自 独 立地 证 明 . 
(二 ) 存在 着 无 限 多 个 实 二 次 域 QCY 9 )( 即 4 之 0) 的 理想 类 
数 是 1 ， 近 个 猜想 至 仿 始 没有 证 明 也 没有 被 推翻 ， 


作为 定理 9 的 应 用 ， 我 们 看 一 下 当年 Gauss 如 何 用 二 次 域 
Q (1 一 1 的 整数 环 Z[LY 一 菇 来 解决 初等 数论 中 的 二 平方 和 问题 
〈 后 人 把 ZLY 一 匡 称 作 是 高 斯 整数 环 )。 这 个 问题 是 ， 

哪些 自然 数 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 ? 

由 于 mn”= a2+DB24->2 一 N(a+DY 一 1 这 就 把 二 平方 和 问 
题 与 高 斯 整数 环 ZL Y 一 末 联 系 起 来 . 


定理 10 〈Gauss ,二 平方 和 定理 ) 设 % 为 正 整数 ,% 一 oa2zo， 
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其 中 mE2Z 而 mo 没有 平方 因子 。 则 ，?” 可 表 成 二 个 整数 的 平方 
和 挝 2 没有 素 因 子 2 三 3(mod 4), 

证 明 和 所: 首先 注意 ， 如 果 21 和 ”3 均 可 表 成 两 个 整数 的 平 
方 和 , 则 xi2s 也 可 如 此 。 这 是 因为 : 车 mu 一 @2 十 刀 ，72 一 c 二 人 
则 = Na-pyY 二 科 ，2 王 Ne+dY 一 1 从 而 mi 一 NGCCGa 
+DY 一 1 (ec+dY 一 1))= 和 (ac-5d)+(adg+Dc)T 一 1 一 (ac 
一 5d)2+(ad+pc)2， 因 此 ,为 证 % 可 表 成 二 平方 和 ， 只 需 证 明 其 
无 平方 因子 部 分 no 的 每 个 素 因子 可 表 成 二 平方 和 即 可 。 根 据 假 
设 可 知 %o= 01……D。 其 中 pl …，2。 为 两 不 同 的 素数 ， 并 且 2 
一 2 或 者 pi=1(mod 4)。 如 果 Di=2， 则 2 一 王 十 王 ， 如 果 Pi 三 1 


(mod4)， 由 初等 数论 知道 (二 !) -1 (事实 上 不 难 证 明 


(2 ) = -1 mod 2)). 于 是 由 定理 8 可 知 在 Ox= 


乙 [Y 一 匡 中 ,2iOr 一 hipz ,NGpD)= 和 (pz)=D。 由 引 理 7 的 系 知 
ZLY 一 i 是 主 理想 整 环 ， 因 此 pi=(e+DY 一 1D),a,5EZ。 从 
而 pi=NGpiD)=Na+by 一 ID)=62+b2。 这 说 明 wo 的 每 个 素 因 
子 均 可 表 成 二 平方 和 ,从 而 we 和 7? 均 可 如 此 ， 

福 ， 假设 ”可 表 成 二 平方 和 , 则 ZF[Y 一 二 中 存在 理想 a 使 得 
N (ao) 一 7， 如 果 存 在 素数 2 三 3(mod 4) 使 得 212o, 则 2 一色 2 中 
包含 2 的 奇 次 纤 ， 但 是 另 一 方面 ， 初 等 数 论 中 证 明了 : 当 2 三 3 
(mod 4 时，( 隐 )= 一 1 从 而 由 定理 8 可 知 DOx=p 为 Z[ 二 
中 素 理想 ,并 且 hp 也 显然 是 ZLY 一 1 中 唯一 的 素 理想 使 得 p| 
和 N(p)， 因 此 , 若 令 a 的 素 理想 分 解 式 中 p 的 知 次 为 e 盖 0， 则 ?一 
Na 一 Nb) 一 0202。 即 2 的 分 解 式 中 2 出现 偶 次 需 . 这 就 
与 前 述 交 中卫 出 现 奇 次 方 寡 相 了 巴 盾 。 从 而 wo 不 可 能 有 素 因 子 2 三 
3(mod 4)， | 
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在 历史 上 ， 除 了 二 次 域 之 外 ， 还 有 一 类 数 域 被 研究 得 较为 深 
和 ,这 就 是 分 圆 域 。，Kummer 在 上 世纪 中 期 对 于 分 圆 域 的 开创 加 
工作 直接 受到 Fermat 猜想 的 推动 。 近代 分 圆 域 理论 的 英 基 人 是 
K. 1lwasawa《〈 涯 泽 健 吉 )， 他 使 用 了 相当 深刻 的 交换 代数 手段 . 
Fermat 问题 与 代数 几何 有 着 密切 联系 。 这 是 因为 刀 +yY 一 2 具 
有 整数 解 xyzss0 和 方程 和 "+ 了 "=1 具 有 有 理 数 解 显 然 是 等 价 
的 .1922 年 ,英国 数学 家 Mordell 提出 一 个 大 胆 的 猜想 , 设 了 (xz， 
y) 是 QLz,y] 中 不 可 约 多 项 式 ， 如 果 不 可 约 平 面 曲 线 1 zy) 一 0 
的 亏 格 2, 则 jz,y) 三 0 只 有 有 限 个 有 理 数 解 .这 个 猜想 于 1983 
年 由 29 岁 的 德国 年 青 数学 家 Faltings 所 证 明 ( 利 用 了 大 量 代数 几 
何 知识 ) ,这 项 结果 被 认为 是 本 世纪 数学 最 杰出 的 成 就 之 一 .在 代 


教 几何 中 证 明了 曲线 "+ y" 一 工 的 亏 格 是 于 (2 一 D) (一 2)。 当 和 


志和 4 时 ,其 亏 格 关 2。 所 以 作为 Faltings 结果 的 直接 推论 , 当 m 关 :4 
时 ,2"+y" = 一 1 至 多 只 有 有 限 个 有 理解 ,于 是 Fermat 方 程 Y "+ "二 
?在 2%>>4 时 至 多 只 有 有 限 个 整数 解 zyzss0， 这 些 进 展 更 充分 
表明 代数 几何 与 数论 之 间 具 有 深刻 的 联系 , 


习 题 


1. 设 下 =Q(OA 一 5)。 求 素数 p=2,3,5,7,11,13 在 Or 中 的 素 理想 分 
解 式 。 再 对 瑟 =Q(O”5) 作 同样 事情 ， 
2. 试问 何 种 正 整数 % 可 表 成 形式 "一 ao: 二 3 2(a,5EZ)7 工 提示 ， 利 用 


工 | 去 (1+Y 一 3 ) | 的 理想 类 数 为 1 这 个 事实 ,见习 题 6.] 
3 求证 对 每 个 二 次 拒 玉 ,Ox=ZBZ(2CGD 上 SC 


4. (1) 求证 实 二 次 域 的 单位 根 群 为 { 士 1}。 
(2) 好 果 d< 一 3, 求 证 虚 二 次 域 Q( 4 ) 的 单位 根 群 为 { 士 1}。 
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(3) 决定 QGA 二 1 和 QG“- 3 ) 的 单位 根 群 。 

5. (1) 对 于 天 =QO 10) 和 QG- 一 5)， 求 6 在 Or 中 的 素 理 想 分 解 
式 . 

(2)》 证 明 Z[Y10] 和 ZEY 二 5 ] 均 不 是 主 理想 整 环 。 

6. 模仿 引 理 7 和 它 的 系 ,证 明 | 却 (1+W 二 3 ) 是 主 理想 整 环 。 


第 七 章 ”分 次 环 , 维 数理 论 和 
完备 化 方法 


分 次 模 和 分 次 环 的 背景 是 代数 几何 中 的 射影 代数 徐 ， 将 分 次 
环 自 然 地 引进 拓扑 之 后 ， 自 然 就 产生 了 分 次 环 对 于 拓扑 的 完备 化 
问题 ， 俩 如 ， 形 式 寄 级 数 环 是 多 项 式 环 对 于 自然 分 次 和 相应 拓扑 
的 完备 化 。 从 Weierstrass 和 Riemann 以 来 ,形式 震级 数 环 就 是 
研究 代数 复 局 部 特性 的 基本 工具 ,形成 代数 几何 中 的 解析 方法 . 
最 后 ， 关 于 环 的 维 数理 论 也 是 在 代数 几何 中 研究 代数 得 维 数 的 扫 
础 上 发 展 起 来 的 ， 目 前 ,分 次 和 维 数 概 念 以 及 完备 化 方法 已 成 为 
研究 环 和 模特 性 的 基本 手段 . 

本 章 共 分 三 节 。 第 一 节 讲 分 次 环 和 分 次 模 , 并 介 绍 有 限 生 成 
分 次 模 的 Hilbert 多 项 式 ， 第 二 节 介 绍 Noether 局 部 环 的 维 数 理 
论 和 它 在 代数 几何 中 的 应 用 . 第 三 节 讲 分 次 环 的 a-adic 拓扑 和 
完备 化 方法 。 在 这 节 中 我 们 需要 一 些 点 集 拓 扑 的 基本 知识 , 


$ 7.1 分 次 环 和 分 次 模 


定义 〈 有 具有 勾 元 素 的 交换 ) 环 4 叫 作 是 分 次 环 ， 是 指 满足 以 
下 两 个 条 件 ， 


(1) 作为 如 法 群 4 是 可 数 无 穷 多 子 群 的 直 和 ，4 = 四 4 


(2) 对 于 乘 靶 , 则 4.4 三 4rnw(Cz，7m 之 0)。 

于 是 , 4 中 每 个 元 素 均 唯一 让 表示 成 

4 一 (ao ar，anE4o 只 有 有 限 多 个 ar 天 0， 
我 们 把 元 素 asE 4 和 4 中 元 入 0100，p”an00，……) 等 同 , 而 称 
au 是 a 的 m 次 齐 次 分 量 , 渣 4 称 作 是 环 4 的 环 次 齐 次 分 量 , 不 
难看 出 ,4 为 4 区 下 环 ,而 每 个 避 均 是 4o- 模 ， 并 且 对 每 个 
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i>0， 图 4, 均 为 4 的 理想 ， 特 别 地 ,44 = 四 4 为 4 的 理想 ， 
而 4= 4 四 4,。 最 后 ,4 是 4 上 的 交换 代数 ， 

便 1 设 刀 为 环 ,4= 忆 [zi yzr] 为 再 上 关于 zyvzr 
的 多 项 式 环 ， 取 4 为 4 中 全 部 次 齐 次 多 项 式 和 有 零 所 组 成 的 加 
法 子 群 . 则 4 = 外 4， 为 分 次 环 , 其 中 4o= 忆 ， 对 于 4 中 每 个 多 
项 式 frzi， ,xzv), 它 的 次 齐 次 分 量 就 是 该 多 项 式 的 m 次 齐 次 
部 分 ,Fij 44 是 由 Z1， wyr 所 生成 的 理想 

例 2 4 一 ZLz?，73]. 令 4 一己 ,4 一 (0)， 对 于 7 汪 2, 由 于 
2 ca+38=7 一 定 有 非 负 整 解 (a;,0) ,从 而 za=(z2)“(z3)2E4 ,于 
是 车 令 4,=Zzn(nz2)， 则 4 一 包 4 为 分 次 环 。 

例 3 设 4 为 环 ,a 为 4 的 理想 ,考虑 加 法 Abel 群 ar 的 直 
和 ， 

4* 一 四 mm (ao 一 4)， 
有 一 人 

利用 东 4 中 的 乘 靶 自然 定义 4" 中 的 乘法 ， 即 若 ,YE 4，x 一 
一 (ly01 0) 一 (Yo y1 ya ny 人 0 和 > 
0)。 我 们 定义 


dy 一 (20;Z51， an )， 
乱 
2 一 ziyn_iEoan。 
4 一 0 


不 难看 出 ,4 是 一 个 分 次 环 ,其 中 凤 为 4 的 m 次 齐 次 分 量 。 
例 4 设 4 为 环 ,a 为 4 的 理想 . 芳 虑 加 法 群 /al1(m 0) 
的 直 和 
G。(4)= 四 aan， 
对 于 rsEo", 我 们 以 地, 表示 aa 中 对 应 的 元 素 。 对 于 zE 
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aa 有 na" ya 我们 定义 

天 一 YY 全 an+ 下 /an+mn+1 
不 难 惟 证 ,这 个 乘法 是 可 定义 的 , 印 与 代表 元 ww 和 zw 的 不 同 壳 
限 方 式 无 关 . 将 此 稍 法 按 自然 方式 扩充 到 整个 Ge(4) 上 ， 即 对 于 
lyEGCao(4) ,7 一 (7Zo， TFT hy 一 (7oyi yw， 
ysEay 70) ,我 们 定义 


YY 一 (509 21 5 


忽 
a yiEan。 
i=0 


则 Ga(C4) 由 此 形成 分 次 环 . 


定义 设 4= 昌 4, 是 分 次 环 ， 4- 模 了 叫 作 是 分 次 A- 模 ， 
是 指 满足 以 下 两 个 条 件 ， 

(1) MX 是 可 数 无 穷 多 个 4- 子 模 的 直 和 ,M= @ Ms 

(2) 4 三 Mn 0)。 
这 时 , 易 知 每 个 杂 , 均 是 4o- 模 ,并 且 M 中 元 素 均 唯一 表示 成 

YY 一 (yoyi yu )，ynEmM， 有限 个 ys0。 
yu 叫 作 是 y 的 m 次 齐 次 分 量 , 杂 , 电 作 是 分 次 模 开 的 2 次 齐 次 
分 量 ， 如 时 把 ynrE 人 与 对 中 元 素 (0,……,0,ys 0 ……) 等 同 , 则 
称 Mr, 中 元 素 y, 为 1 中 的 齐 次 元 素 , 次 数 为 % ,表示 成 degy, 一 
多 

例 5 每 个 分 次 环 4= 四 4, 本 身 是 分 次 4- 模 (内 = 4 一 
一 4)， 

例 6 设 4 为 环 而 a 是 4 的 绊 想 我 们 在 例 3 中 构 作 了 分 
次 环 4*= 里 o". 对 于 每 个 4- 模 开 ,，M。=onl 为 杂 的 4- 子 
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模 。 考 虑 它们 的 直 和 

JJ 一 思 of， 
由 然 定义 4 在 朵 ” 上 的 作用 ， 部 对 于 4 一 (ao on) 和 
4GsEanT 一 (2 EM TsEasM ,定义 


GUY 一 (Y0， yn) 
ya 一 > ，aizniEan" 玉 ， 
=0 


不 难 验证 , ”由 此 而 成 为 分 次 全 - 模 . 电 作 是 由 型 构 作 出 的 %- 
分 次 模 ， 


定义 设 。 为 环 4 的 理想 ,1 为 4- 模 对 于 MX 的 4- 子 模 

降 角 

(*) 有 = 二 Mi 三 ,二 戏 ,三 .…， 
如 果 oa。S Mrl( 对 每 个 20), 则 称 (* ) 是 一 个 a- 链 ， 进 而 ,如 
果 又 存在 mo, 使 得 ">m 时 均 有 aM ,= Mi, 则 称 ( * ) 是 稳定 的 
a- 链 例如 M ,一 oa (mn>0) 就 是 最 简单 的 稳定 a- 链 . 而 例 6 可 
以 推广 成 

例 9 设 (* ) 是 4- 模 2 的 子 模 o- 链 , 则 M "= 辐 M ,对 于 
自然 的 运 竹 为 4* = @ a* 上 的 分 次 模 . 

例 8 设 % 为 环 4 的 理想 ， 我 们 在 例 4 中 已 经 定义 了 分 次 环 
Ge(4)= 四 oarrt， 如 果 (* ) 为 4- 模 对 的 子 模 a- 链 ， 考 虐 
Abeit 和 

GaCM) = 四 mV Mt。 
对 于 BEa"/aontl nmEM/ Ni 定义 Ga 万 nm 一 0ndm E 好 rm 
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/ 玖 ,+n+l。 由 于 { 到 是 a- 链 可 知 这 个 乘法 是 可 定义 的 , 即 与 代表 
元 as 和 zw 的 选取 方式 无 关 。 将 此 乘法 自然 扩充 成 Ga(4) 中 任 
疙 元素 与 Go( 旭 ) 中 任意 元 素 的 乘法 ， 可 知 Go( 双 ) 由 此 而 成 为 分 
次 Ga(4)- 模 ， 


现在 研究 分 次 环 和 分 次 横 的 有 限 生 成 特性 .首先 研究 分 次 环 
何 时 为 Noether 环 . 


引 理 T 设 4 = 外 4 为 分 次 环 ， 则 ，4 为 Noether 环 所 > 


4 为 Noether 环 并 且 4 为 有 限 生 成 4o- 代 数 . 

证 明 和 乓 : 如 果 4o 为 Noether 环 和 而 4 为 有 限 生 成 4o- 代 
数 , 则 4=4oLxi…2],2E4。， 从 而 4 是 多 项 式 环 4oLzi…， 
z 中 的 商 环 。 由 于 4o 为 Noether 环 , 从 而 4o[zl，…，zo] 为 Noe- 
ther 环 (Hilbert 基 定 理 ) ,于 是 其 商 环 4 也 是 Noether 环 ， 

字 ， 如 果 4 为 Noether 环 , 则 商 环 4 全 4/44 也 是 Noether 
生男 一 方面 ,4+ 作为 4 的 理想 是 有 限 生 成 的 . 设 4+=4aui 十 
+ 二 4xo22E4, 将 每 个 由 表示 成 有 限 个 齐 次 分 量 之 和 ， 不 难 
看 出 ,2w% 的 零 次 分 量 为 0 (1 过 i 委 s) ,而 4+ 也 是 由 wii(1 委 i 委 s) 的 
全 部 齐 次 分 量 所 生 成 的 。 于 是 我 们 从 一 开始 就 可 不 妨 假定 
2 2 均 是 次 数 1 的 齐 次 元 素 . 令 deg 人 一 RETCTSE<s)。 
记 4=4o[x ye], 则 4 三 4， 我 们 现在 对 ”归纳 证 明 4 三 
4 :显然 4o 三 4/， 现 在 设 >1 而 ysE4. 由 于 4 三 4+ 一 4o0 十 


和 从 而 yo= 民 ousvaiE4.( 当 m<0 时 我 们 规定 
4n=(0))。 由 于 Ri>1, 根 据 归 纳 假设 知 ciE4'(1<i 和 s)， 于 是 
思 一 工 aa E 4/。 这 就 证 明了 对 于 每 个 w>0 均 有 如 S4/。 于 
是 4-4= 4o[u va。 即 冯 是 有 限 生 成 he- 代数. 
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系 设 人 为 Necether 环 ;0 为 4 的 理想 ， 虽 分 次 环 二 = 


一 申 是 Noetner 环 ， 


3 一 0 
证 明 设 a=4xi+ .二 4。 (Noether 环 4 的 理想 aa 是 有 
很 生成 的 ), 则 作为 4=o 上 的 代数 , 4 ”显然 是 由 wy，2。 有 
限 生 成 的 ， 由 引 理 1 即 知 4 为 Noether 环 ， 
5j 理 2 设 4 为 Noether 环 ,为 4 的 理想 2 为 有 限 生 


成 4- 模 ,，{ 开 是 开 的 子 模 o- 链 . 则 ,Mr 一 外 玉 。 为 有 限 生 成 


47- 模 人 人 >{ 3) 为 稳定 的 a- 链 ， 
证 明 由 于 4 为 Noether 环 而 为 有 限 生 成 4- 模 , 所 以 
榴 为 Noether 4- 模 ， 于 是 子 模 My。 均 为 有 限 生 成 4- 模 。 从 而 
Q, = 由 Wu 也 是 有 限 生 成 4- 模 ， 但 是 Q。 不 一 定 是 4"- 模 。 不 
难看 出 ,Q. 所 生成 的 4*- 模 为 
2 40= Mo 曙 四 MGaMsBo1 田 …@or 四 …， 
由 于 @, 为 有 限 生成 4- 模 ,从 而 M;: 是 有 限 生 成 4*- 模 ， 并 且 我 
们 有 2 的 4"- 子 模 升 链 ， 
NSEMIS .三 MaxSE 三 1 一 NMr， 
由 引 理 1 的 系 知 4* 是 Noether 环 , 从 而 不 难看 出 ， 
了 "为 有 限 生 成 A*- 模 
所 福 上 面 的 升 链 {1 信 是 稳定 的 (这 里 的 稳定 是 指 : 
存在 m 使 得 M "= M3) 
< 二 存在 no, 使 得 对 每 个 r>0 
均 有 Mr 一 o 对 
< 二 {2 为 稳定 的 "- 链 .| 
下 一 个 引 理 和 它 的 系 是 相当 重要 的 ， 
引 理 3 (Artin-Rees 引 理 ) 设 4 为 Noether 环 而 a 是 4 
的 理想 ，M 为 有 限 生 成 4- 模 ,对 ' 为 的 4- 子 模 ， 如 果 { 
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是 性 之 稳定 的 子 模 o- 链 , 则 { 1 人 巡 ,20} 为 于/ 之 稳定 的 子 
模 a- 链 ， 

证 明 由 于 a(2g'n 1 SEMIna ME， 可知 
{M0mn 是 o- 链 ， 从 而 思 (Mn ax。) 是 分 次 4*- 模 ， 并 且 它 
是 到 ”的 47- 子 横 。 由 于 4 是 Noether 环 ,从 而 4* 是 Noether 
环 ( 引 理 1 的 系 )。 于 是 由 0- 链 {M,} 的 稳定 性 可 知 M* 为 Noe- 
ther4*- 模 ( 引 理 2 )， 从 而 其 子 模 四 (Mn ) 也 是 Noether 
4*- 模 ,理由 引 理 2 即 知 { 妈 “站 1 为 生 定 的 a- 链 , 和 

取 呆 ,= ana 我 们 便 得 到 

系 4,a, 玉 和 开 ' 如 引 理 3 所 述 ， 则 存在 天 0， 使 得 对 每 
个 nzR 均 有 (ao1)mMN =on 人 an 

3 引 理 4 设 4 为 Noether 环 ,aa 为 4 的 理想 ， 则 

(1 Go(4) 一 四 an/an+! 为 Noether 环 . 

(2) 如 果 是 有 限 生 成 4- 模 ,{ 太 ,} 为 2 之 稳定 的 子 模 a- 
链 , 则 G,( 了)= 里 Mu/ Mi 是 分 次 的 Noether Gu(4) - 模 . 

证 明 (1) 设 a=4wi+… +42。， 以 天 表示 色 在 6/a2 中 
的 象 ,不 难看 出 ,作为 4/a- 代 数 , Ga(4) 是 由 友 ， ,去 ,生成 的 ， 
由 于 4 的 商 环 4/a 也 是 Noether 环 ， 从 而 G(4) 为 Noether 环 
( 引 理工 )， 

(2) 由 引 理 条 件 可 知 存 在 wo， 使 得 对 每 个 >>0 均 有 及。:，*= 
一 2w。 于 是 Ga(M) 是 由 电 , 9,( 杂 ) 生 成 的 Ga(4)- 模 ,其 中 
Ga )= w/ Mstl 均 是 Noether 4- 模 ， 从 而 电 , G,( MA) 是 有 


限 生 成 4/a- 模 . 所 以 GUN) 是 有 限 生 成 Ga(4)- 模 .由 于 
Ga(4) 是 Noether 环 , 从 而 Go(M) 是 Noether Go(4)- 模 。 
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下 面 介绍 分 次 模 的 Hilbert 多 项 式 ， 

定义 设 4= 国 4 是 分 次 环 ,2 = 田 了 ,和 入 = @N, 均 
为 分 次 4- 模 4- 模 同 态 f: W->N 叫 作 是 分 次 的 ,是 指 在 在 
REZ ,使 得 对 每 个 n>0 均 有 f( 27)S Ne (如 果 m<0, 我们 规 
定 No= (0)) ,而 这 时 忆 叫 作 分 次 同 态 的 次 数 ， 

4 的 理想 。 叫 作 是 齐 次 的 ,是 指 它 满足 以 下 条 件 :车 “Ea, 则 
z 的 所 有 章 次 分 量 均 属于 0。 类 似 地 定义 一 个 分 次 4- 模 N 的 子 
槛 N“ 叫 作 是 齐 次 的 ,是 指 :如 果 zE N', 则 z 的 所 有 齐 次 分 量 均 


属于 六 '， 
分 次 同 态 了 : 开 一 和 的 核 必 然 是 对 的 齐 次 子 模 。 事 实 上 ， 如 
果 4 一 (ao01，…， as ) 生 KeT 了 ， 则 六 ao) 一 (00， Di， DDN 


…)=0，。 其 中 b+ 一 (an)， 这 里 天 为 齐 次 同 态 了 的 次 数 . 于 
是 fa)=5==0， 即 aiE Kery (>0). 这 就 表明 Ker 是 
允 的 齐 次 子 模 。 同样 地 ,Im 也 是 六 的 齐 次 子 模 ， 由 于 了 在 子 
模 1 ,上 的 限制 六 : 1 ,一 Na+e 是 4o- 模 同 态 . 若 令 玉 。= Ker 思 ， 
天 一 Im 刀 -:， 则 KKer ) 一 电 开 。， Im J = 昌 7 

本 节 以 下 我 们 假定 

(TD 分 次 环 4 一 时,4， 为 Noether 环 ， 并 且 4 是 Artin 环 


(从 而 也 是 Noether 环 )， 

(ID) 歼 为 有 限 生 成 分 次 4- 模 ， 浊 志 中 

在 这 些 假 定之 下 ,每 个 戏 。 均 是 有 限 生 成 40- 模 。 这 是 因为 ， 
可 以 象 引 理 1 的 证 明 中 那样 令 4+ = 4 二 十 as 其 中 心 …， 
&。 为 4 中 齐 次 元 素 ,并 且 deg ;一 Ri>1. 在 引 理 工 中 证 明了 4= 
:一 0Lwiy。 和 ,2 。] 同样 地 ,有 限 生 成 4- 模 好 的 二 组 生成 元 41， 

，… ,yi 也 可 取 成 为 W 中 的 齐 次 元 素 ， 令 degy,= 扩 (LisD)， 
于 是 开 。 中 元 素 y 均 可 表示 成 Y= 2 aiybaiE4=4ofu 
4 一 1 
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wx]， 由 于 立 wy 的 元 次 分 量 也 等 于 z, 从 而 每 个 @ 可 以 只 用 
i=1 


它 的 2 一 Ai 次 的 分 量 。 换 名 话说 ,我 们 不妨 假定 c; 是 呈 一 A 次 齐 
次 元 素 . 但 是 4= 4o[fw，… ,2 中 的 4 次 齐 次 元 素 都 是 单项 式 


29 2 《25aiRi= 人 4) 的 4o- 线 性 组 合 , 而 这 样 的 单项 式 只 有 有 
1 


限 多 个 ， 从 而 每 个 开 。 均 是 有 限 生 成 4o- 模 ， 

由 于 4 是 Artin 环 .因此 开 , 既 是 Artin 4o- 模 ， 又 是 
Noether 4o- 模 . 因此 4o- 模 到, 有 合成 列 ， 我 们 以 芒 开 。) 表示 
4 好。 的 合成 列 长 度 ， 


定义 P(UN ,人 = 民 1CN JinEZ[[ 菇 ] 岂 作 是 分 次 4_ 模 五 


Y 一 0 


的 Poincarek 级 数 . 
定理 1 《Hilbert-Serre) 设 4= 申 4,. 和 邓 = 由 戏 ,满足 
用 关 0 HZPr0O 


上 述 假定 (0D 和 (ID 如果 4 作为 4,- 代 数 可 由 齐 次 元 素 & ，…， 
Was 生成 ,deg 2 二 开 21TCL<i 和 ss)， 则 


忆 ( 本 ， 蚊 =F(GD/TTG 一) ,其 中 FCO Ez[i( 多 项 式 )， 


证 明 ”我 们 对 s 归纳 如果 s=0, 则 4= 4。 于 是 玖 为 有 
限 生 成 4- 模 ，、 从 而 对 充分 大 的 呈 必然 戏 ,=0. 即 已 (开门 E 
Z[ 可 ， 取 让 = 已 CN ,站 可 知 定理 1 对 于 s= 0 成 立 .现在 设 s>1， 
考虑 M 的 4. 模 同 态 
4 9: 有 一 及，dYhH>us (EM)， 
这 是 R。 次 的 分 次 同 态 . 从 而 Ker p 和 Im yp 均 为 开 的 齐 次 子 模 . 
于 是 Kere= 四 K,C=MN/Ime= 思 Cs 令 9 在 对 ,上 的 限制 


?0 
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为 Po 允 一 杂 4e 则 尼 ,== 开 er pr Ca 一- 了 ty/Imeos。 从 而 
有 4o- 模 正 合 序列 

(KK SW， 马 Co ->0， 
于 是 我 们 有 1 好) 一 !( 末 se)= (下 ) 一 (Ce )， 将 此 式 乘 以 
1 然后 对 =0;,1,2…… 的 诸 等 式 相 加 , 便 得 到 

《证 ) 〈 拓 一 1 已 ( 机 有 一 忆 ( 民 有 村 一 PICC， 有 二 SEC)， 
eg(b) 筷 ZE。 

由 于 2%, 天 (0) 2sC=(0)， 从 而 下 和 DC 均 可 看 成 是 4/x。4- 模 . 
而 4/os 4 为 分 次 环 . 作为 4o/ws4 站 4c= 4o 上 的 代数 ,4/vus4 是 
由 二。 光 。1 生 成 的 ,并 县 deg 二 一 RiCTE<is 一 1)。 从 而 由 妇 
纳 假设 我 们 有 


一 二 3 一 1 
已 ( 开 ， 提 一 CD)V 末 G 一 所 ,PC 天/TTG 一 区 )， 
5 一 54 一】 


fa( 们 EZ[9， 
将 它们 代入 (* ) 式 , 即 知 已 (至 , 划 = 了 (人 /一世 , 其 中 9 
1 一 了 


5 一 1 
一 一 外 及 ( 昌 十 户 一 8 可 ( 一 尖 )E<Zz59. 1 
1= 工 


一 个 重要 情形 是 uCT<i<s) 均 为 一 次 齐 次 元 素 的 时 候 ， 例 
如 对 多 项 式 环 4 一 4o[zi，…'，z](4o 为 Artin 环 ) 就 是 这 种 情 
形 ， 这 时 ,对 每 个 有 限 生 成 分 次 4 - 模 , 则 有 

PC -COAL 一切 2FODEZ[9， 

定理 2(Hilberr-Serre) 设 4 和 下 满足 假定 (D) 和 (II)， 并 且 
作为 4o- 代 数 , 4 是 由 一 次 齐 次 元 素 wj，…… ,us 生成 的 ， 则 存在 唯 
一 多 项 式 已 ( ,六 EaQri],deg 五 (2 过 s 一 1 使 得 对 每 个 充分 
大 的 站 均 有 11)= 厅 (4 2)， 

证 明 对 于 已 ( 形 ， 站 三 > 1 有) 戎 = 人 AIE 一 四 中 的 多 
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[rereomnaaanmeeowieewamer as 


项 式 了 (六 EZ[ 纪 ,用 (1 一 纺 " 去 除 ， 则 得 到 唯一 的 g( 切 ，7(EZG 
[ 引 ,degr( 引 委 s 一 1， 使 得 太 划 =(1 一 昌 2( 世 +7( 人 将 7(b) 按 
(1 一 上 ) 展 开 则 有 


7( 六 = ao+ai(1 一 四 + 二 as 一 贡 50oEQ. 
(9) 已 (2 人 =gD Te + 让 
但 是 根据 初等 代数 ， 


一 (orD(e+2) (TD 人 
“一 0 


此 式 左边 刀 的 系数 是 吕 的 玉 -1 次 多 项 式 , 并 且 系 数 均 是 有 理 数 ， 


所 以 取 一 + 十 于 中 加 的 系数 为 (Mn , 则 末 (2， 


人 E Qi deg 歼 (开胃 科 8 一 1， 并且 由 (* ) 式 可 知 当 ? 盖 deg 
4(b 时 , 刀 (M 0) 一 ! MD)， 

最 后 , 当 #2>degv(b) 时 ， 瑟 (2 ,是 次 数 过 s 一 1 的 多 项 式 ， 
并 且 它 在 上 =2，,2+1，…，2+s 一 1 处 的 值 为 整数 1)， 
1(( MD) .这 就 唯一 地 决定 了 多 项 式 末 ( 歼 ， 昌 . 

定义 定理 2 中 的 多 项 式 娓 ( 开 , 妇 叫 作 是 分 次 4- 模 的 Hil- 
bert 多 项 式 . 

从 定理 2 的 证 明 可 知 刀 (Mt! ) 有 形式 


有 起 : 8 一 英作 一 玉 二 1) 
和 ! 


末 (UW tt) 王 2 at 各) aiEZ，( 人 三 


大 一 0 

注意 对 于 充分 大 的 整数 , 吾 (mn ) 均 为 整 值 ， 由 这 一 事实 也 可 
推出 豆 (CM 3 ) 有 上 述 形式 . 

例 最 简单 例子 为 4 一 开 =RLzi zs]， 其 中 有 为 域 ， 而 

4= 1 一 9 次 齐 次 多 项 式 全 体 .， 4 作为 4o= 玉 上 的 代数 是 由 一- 

次 齐 次 元 素 zt …,zs 生成 的 。 而 对 。 作 为 天上 向 量 空间 以 (zg 
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ai+ as 下) 为 基于 是 1( 和,)=dims 开 一 (1) 
(这 是 冯 的 s 一 ! 次 多 项 式 )， 从 而 

忆 (MH ED) 二 >) 相 1 一 有 理 ( 杂 二 (il)。 

名 一 0 

记号 设 4 和 于 满 足 上 述 条 件 (D 和 (ID。 已 (2 ，i) 是 分 次 
4- 模 下 的 Poincar6 级 数 ， 我 们 以 w (1) 表 示 忆 (好 有 在 1=1 
处 的 极点 阶 数 ， 比 如 上 例 中 4 = 到 = 克 [zzro] 则 ( 有 到) 一 
3 。 

我 们 知道 ,在 定理 2 的 假定 下 ,Hilbert 多 项 式 妃 (于 , 妇 的 次 
数 不 超过 s 一 1 。 现 在 我 们 可 以 求 出 它 的 确切 次 数 ， 

引 理 5 ”在 定理 2 的 假定 下 ,我 们 有 deg 刀 (1 , 昌 =d(M) 一 


证 明 根据 定理 2 证 明 中 的 (* ) 式 和 4() 的 定义 ,可 知 


Ge 了 全 : 
已 ( 末 间 一 2 十 -亲生 全称 太 + 二 让，oe-roo 关 0 


而 右边 展 成 形式 寡 级 数 后 ,4 的 系数 是 ! 的 G( 杂 1) 一 次 多 项 式 ， 
由 此 即 证 引 理 . 上 


3 引 理 6 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ，9 为 4 的 站 ~- 准 素 理 
想 , 开 为 有 限 生 成 4- 模 ,{(M,} 是 1 之 稳定 的 子 横 q9- 链 ， 则 

(1) 对 于 每 个 % 之 0, 4- 模 7/ 的 长 底 有 限 . 

(2) 令 s 为 理想 9 的 生成 元 最 少 个 数 , 则 存在 多 项 式 g( 刀 GE 
QL,deg g (纪委 s ,使 得 对 充分 大 的 均 有 1(MN/ NA) 一 EC2)， 

《3) deg g( 和 8&(i) 的 首 项 系数 只 依赖 于 MNH 和 9 而 与 CNK,} 
的 选取 无 关 ， 

证 明 (1) 考虑 G44) 一 四 9 719 和 0(024)= 四 用 /Morb 
则 Go(4)= 4/9 为 Artin 局 部 环 ,G(4) 为 Noether 环 ，G(CM) 为 
Noether 分 次 CC4)- 模 ( 引 理 分 ， 由 题 设 知 对 为 Nosther 4- 模 ， 


生 
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从 而 天,/ Wi 均 是 有 限 生 成 4- 模 ， 由 于 q(CJ /MD=(0) ,从 
而 到 /si 也 是 有 限 生 成 4/q- 模 .但 是 4/q 为 Artin 环 ,所 以 
27./ Mi 作为 4/9q- 模 ,或 者 同样 地 作为 4- 模 ,既是 Noether 模 又 
是 Artin 模 ， 于 是 其 合成 列 长 度 1C Ms 有限， 从 而 


1 (MI1/ MD) 一 > IN UV ) 《本 ) 
Y 一 1】 


也 有 限 , 即 NM /好 ,之 合成 列 长 度 1=!CMN7UN 7 有限. 

(2) 如 果 ia…，as 生成 9， 则 作为 4/q- 代 数 ，G(4) 是 由 
9/q: 中 元 素 呈 i…。 生 成 的 ,而 deg 天 =101 拓 ;和 s) .因为 4]q 
为 Artin 环 ， 利 用 定理 2 即 知 对 充分 大 的 均 有 1(M。/ 开 sw)= 
妃 (G( 歼 ),22) 其 中 忌 (G( 政 ) 有 是 GCCD) 的 Hilbert 多 项 式 ， 次 
数 入 s 一 1， 于 是 由 (* ) 式 可 知 71 一 六 一 瑟 (G(M),m)， 由 此 可 
知 存在 一 个 多 项 式 g(DEQ[i,deg g(b)=deg 吾 (G(M) +1 
ss， 使 得 对 每 个 充分 大 的 呈 均 有 有 一 1 了 /MD) 一 ECn)， 

(3) 设 { 开 是 戏 的 另 一 个 稳定 的 子 横 9- 链 ， 令 ( 人 为 相应 
的 多 项 式 ,使 得 对 充分 大 的 呈 均 有 1 于/ 厄 ) 一 各 (2)， 由 于 (4 
和 { 塘 ,) 均 是 稳定 的 q- 链 ,于 是 存在 no， 使 得 对 每 个 均 有 (注意 
4=1Wo=) 

g 采 三 Ms 一 的 有 qt 9 末 二 和 ws 一 
q 末 ,二 qt 
于 是 对 每 个 m>>0 均 有 
ng 过 NM 

于 是 对 充分 大 的 ? 均 有 8&g(2t+mo)< 委 辫 (2 十 200)， 区 (十 0o) 委 
gz 二 2%o)。 由 此 易 知 & (和 有 (有 相同 的 次 数 和 首 项 系数 . 二 

定义 ”对 于 玖 之 稳定 的 子 模 9- 链 (Msj，M = 和 M, 由 引 理 6 
中 给 出 的 多 项 式 &( 妇 表示 成 x4( 罚 ， 广 是 ,对 于 充分 大 的 站 均 有 
ZUH7A[q"M) 一 Xxg(2)。 

又 车 取 开 = 4 则 xy 人 的 叫 作 是 Noether 局 部 环 (4,m) 中 mm- 
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准 素 理想 q 的 特征 多 项 式 ， 简 记 成 yq( 轨 于 是 由 引 理 6 我 们 知 
这 

引 理 7 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ,4 为 吓 - 难 素 理 想 ,s 为 
q 之 生成 元 最 少 个 数 ， 则 deg %a( 巡 s， 并 县 对 充分 大 的 丈 均 有 
1(4/q") 一 XqCa)。 | 

引 理 8 4,m,q 则 引 理 7。 又 车 9/ 也 为 m- 准 素 理想 , 则 deg 
Xa(i 站 一 deg Xaq' 必 t)。 

证 明 ”只 需 证 明 deg yq( 妇 = deg Xn ( 们 即 可 .由 于 4 为 Noe- 
ther 局 部 环 ， 于 是 有 > 使 得 m 三 9 三 m7。 从 而 "三 和 二 m” 所 
以 对 充分 大 的 均 有 MXn(a) 委 Xa(C0) 和 xm (2)， 令 0 一 +oo 邯 
知 deg ydq( 人 一 deg xm 

定义 ”根据 引 理 8, 对 于 所 有 的 m- 准 素 理想 q,Xe( 旭 有 相同 
的 次 数 ， 我 们 把 这 个 共同 的 次 数 表 示 成 4(4)， (4 为 Noether 局 
部 环 )。 由 引 理 6 的 证 明 不 难看 出 ( 取 9=m)，q(4) 比 Gm(4) 的 
Hilbert 多 项 式 豆 (Gm(4) , 妃 的 次 数 大 1 于 是 gd(4) =d(Gn(4))， 
这 里 @(Gnm(4)) 是 早先 定义 的 Gn(4)= 轩 首 /mm 的 Poincare 
级 数 已 (Gn(4), 昌 在 #=1 处 极点 阶 数 ， 


习 题 


1. 设 天 为 域 。(1) 对 于 例 2 中 的 分 次 环 4 一 [xz5, 计算 4 的 Poi- 
near 级 数 P(4, 信 。(2)》 对 于 4 的 极 大 理想 中 = (z2; we) , 则 看 一 mm4m 为 局 
都 环 4m 的 唯一 极 大 理想 。 计 算 &(4m) , X 名 (共和 xf 和:(。 

2. 天 为 域 ,4= Re xn]m 一 (rom)。 计 算 d(4m)。 

3. 设 4= @ 申 4 为 分 次 环 ,' 玉 = 四 1， 为 分 次 4- 模 ,3 为 4 的 滋 法 集 ， 
并 且 S 中 元 素 均 是 齐 次 的 ， 令 避 一 Smn4b 

(Si= fo ES 存在 万 RP0 一 8= 访 maEM isES， 使 得 om/ 

一 9][s}。 


求证 8 4= 四 ($ 4)。 为 分 次 环 ,而 3 歼 = 四， (S7 4)。 为 分 次 8- 4- 
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模 。 并 且 p: 一 Sr/ 为 0 次 的 分 次 4- 模 同 态 。 
4， 设 4= 四 4 为 分 次 环 ,4 一 454], 开 = 四。 为 分 次 4 模 。 开 = 


4y， 其 中 %% 均 为 玫 的 齐 次 元 素 并 且 degyi< Nic 门 。 求 证 当 wPN 
0 时 ,Mr 一 4n。 

5 设 4= 申 4, 为 分 次 环 ,p= 四,p, 为 4 的 齐 次 理想 (p,s=4,)。 求 证 ， 
jp 为 4 的 素 理想 所 > 如 果 aE42E4。apEep, 则 aoEp 或 者 DEp。 

6. 设 4 为 Noether 环 ,a 和 9 为 4 的 两 个 理想 ， 求 证 有 7 产 1, 使 得 an 
0Sab。 

7. 设 4 为 Noether 环 :a 为 4 的 理想 ，*E4 并 且 > 不 是 4 的 零 内 子 。 
求证 有 R 之 1 ,使 得 当 wzP 丸 有 时 (a" :7)SQa" 一 。 


以 下 沁 个 习题 表明 分 次 环 4 一 ELxoz do (对 于 通 常 的 分 次 ， 4 = 
里 44， 为 4 中 半 次 齐 次 多 项 式 全 体 和 零 元 素 , 民 为 任意 域 ) 与 代数 几何 中 
射影 代数 集合 的 关系 。 

设 了 为 尺 上 5 二 1 维 向 量 空 间 。 在 了 的 全 部 非 和 向 量 之 间 定 义 如 下 的 等 
价 关 系 ， 

(ao as) 人 (00)< 一 > 存在 0ScER, 使 得 ai 一 abi(0<< 委 s)。 
全 体 等 价 类 集合 叫 作 是 玉 上 s 维 射影 空间 ， 表 示 成 卫 (R)。 (ao … 4,) (二 
(0，……)8)) 所 在 的 等 价 类 叫 作 是 已 (有 ) 中 的 卤 , 而 (ao … as) 叫 作 是 此 点 的 
齐 次 坐标 。 于 是 ，P"(R) 中 同一 点 的 不 同 齐 次 坐标 可 相差 丰 中 非 零 常 数 因 
乎 。 

设 己 为 PC 中 一 点 ,fx ro)ERzo zy]。 称 书 为 (xz 
zs) 的 零点 (表示 成 了 (P) =0) ,是 指 对 书 的 每 个 齐 次 坐标 (ae … ,as)，f(aw 
-一 0 

8. 车 不 为 无 限 感 ,JP) 一 0, 求 证 对 于 fx …，x,) 的 每 个 ? 次 齐 次 成 
分 (=0,1;2，……), 均 有 万 (P) 一 0. 

9. 设 第 为 P (人 的 点 集 。 求 证 

7( 币 )= (ER zs)IfCP) 一 0, 对 每 个 书生 囊 } 

是 tx …zo] 中 的 齐 次 理想 . 
10. 设 S 为 R[Lxzo zs 中 任 一 集合 。 我 们 称 
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Ps) iDPEP" CR)IP)=0, 对 每 个 fES} 

为 PC) 中 射影 代数 集合 ， 求 证 ， 

(1) 设 0 是 由 S 中 所 有 多 项 式 的 所 有 齐 次 成 分 所 生成 的 REzo，，… 7] 
中 齐 次 理想 , 则 了 (SS) =F(a)。 

(2) 对 P"(R) 中 每 个 射影 代数 集 含 站， 均 有 有 限 多 齐 次 多 项 式 六 ，…'…， 
思 EA[xyo… xs] 使 得 下 = 下 (( 玉 … 帮 ))。 

(3) "(R) 中 射影 代数 集合 全 体 满足 拓扑 空间 的 闭 集 公 理 系 统 。 

11.〈 射 影 空 间 中 的 Hilbert 零点 定理 )。 设 尺 为 代数 封闭 域 ，a 为 44= 
REazo xz 中 的 齐 次 理想 ，.44 = 申 4 一 (7zo 1)， 求证 

(CD Fa) 及 舍 福 存 在 整数 Y ,使 得 二 四 4 

<->TI aa = 4 或 者 aa = 44， 
(2) 如 果 T(o) 冯 及 , 则 7JT7Co=I aa。 


12.， 忆 *(R) 中 射影 代数 集合 叫 作 是 可 约 的 ,是 指 了 = 三 UF:， 其 中 了 
和 下 * 是 比 亚 小 的 射影 代数 集合 .不 可 约 射影 代数 集合 也 称 作 是 射影 代数 徐 ， 


设 太 为 代数 封闭 域 , 求 证 ， 
(1 忆 :(R) 中 射影 代数 集合 与 4 中 不 等 于 4+ 的 齐 次 根 式 理想 一 一 对 


(2) 为 王 "() 中 的 射影 代数 艇 字 TCGF ) 为 4 的 齐 次 素 理 想 。 
(3) P(R) 中 每 个 射影 代数 集合 均 可 瞧 一 地 表 成 有 限 个 彼此 不 相 包含 
的 身影 代数 秘 之 并 


$7.2 维 数理 论 


我 们 已 经 定义 过 一 个 环 瑟 的 Krull 维 数 dim 到 ， 它 是 于 中 素 
理想 链 pbCpiC.……Chp, 之 长 度 交 的 最 大 可 能 的 值 ( 当 最 大 值 不 
在 在 时 令 dim 玉 = + oo)，M. Nagata 给 出 了 无 限 维 Noether 环 
的 例子 (习题 1)， 但 是 Noether 局 部 环 的 维 数 一 定 是 有 限 的 ， 更 
确切 地 说 ,对 于 Noether 局 部 环 (4,m) ,以 6(4) 表 示 4 的 所 有 m- 
准 素 理 想 的 生成 元 的 最 少 个 数 , 即 

6(4)-= mint2[ 有 4 的 n- 准 素 理想 9q9,9q 由 ?元 生成 }， 再 以 
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Z(4) 表 示 {yp(4)19 为 目 - 准 素 理想 } 的 公共 次 数 ( 见 上 节 末 尾 ) ， 
则 我 们 有 以 下 值得 注意 的 结果 

定理 3 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ， 则 5(4) = ad(4) 一 

dim 4 ， 

注 记 由 于 6(4) 和 d(4) 均 是 有 限 值 。 从 而 由 此 定理 即 知 每 
个 Noether 局 部 环 的 Krull 维 数 都 是 有 限 的 . 

为 了 证 明定 理 3 ,我们 依次 验证 5(4)>4(4)>dim4>>4(4) 
首先 由 引 理 7 即 知 下 面 引 理 9 成 立 ， 

引 理 9 6(4)>d(4) .和 

引 理 10 d(4)>dim 4. 

证 明 对 ad(4) 用 归纳 法 若 4(C4)=0, 则 由 &(4) 的 定义 可 
知 对 充分 大 的 m;,1(4/m") 均 为 常数 ， 从 而 m"=m"+l， 由 中 山 引 
理 可 知 ms= (0)， 于 是 4 为 Artin 环 , 从 而 dim4=0, 即 (4) 
一 0 时 引 理 10 成 立 . 现 设 d(4) 关 王 令 ppCpIC Ch 为 4 中 
素 理想 链 ， 取 xEpi 一 p, 记 椰 = 4/po, 这 是 局 部 整 环 ， 其 唯一 极 
大 理想 为 和 ， 以 去 表示 了 在 4 中 的 象 , 则 5iCEG4)。， 于 是 有 
4 - 模 同 构 j: 4 一 54,yr>7y(yE4). 记 六 =74，N 一 ANCi 
4， 则 由 Artin-Rees 引 理 可 知 {V,} 为 4- 模 立 之 稳定 的 子 模 mm- 
链 ， 并 且 有 4 - 模 正 合 序列 本 

0 一 N/N->4/m 4 一 4/m* 4->0， 

其 中 本 = 互 /到 和， 而 为 页 在 甩 中 的 象 ， 它 是 么 中 唯一 极 大 理想 
根据 引 理 6, 存 在 多 项 式 g( 使 得 对 充分 大 吨 均 有 gg (2)=L CNY/ 
W). 于 是 由 上 面 正 合 序列 可 知 对 充分 大 的 全 均 有 8 (7) 一 X 丰 
(za)+%2(n) 一 0。 但 是 我 们 有 也 - 模 同 构 W 关 二 ， 从 而 由 引 理 6 
知 g( 鸭 与 X 丰 (有 相同 的 次 数 和 首 项 系数 。 这 就 表明 degX 间 
< decgxzG 一 1 即 da( 4)<a(4) 一 1， 另 一 方面 ， 由 于 4/ 


* 是 4/m" 的 同 态 象 , 从 而 1(4/m")s<14/m*)。， 于 是 (4) 坪 
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d(4)。 从 而 &( 人 sd(04) 一 1， 由 此 用 归纳 假设 ,可 知 环 4 中 素 
理想 链 的 长 度 均 不 超过 d(4) 一 1. 但 是 PCPC:… Ch 是 4 中 
长 为 7 一 ! 的 素 理想 链 ， 于 是 7 一 1Sa(4) 一 1， 即 和 dg(4) 这 就 
证 明了 dim 4<e(4). 

定义 设 ? 为 环 4 的 素 理 想 , 则 形 如 ppChIC.……cCpb;=p 的 
4 中 素 理想 链 长 度 7 的 最 大 值 称 作 是 p 的 高 ,表示 成 姑 (p)。 由 于 
4 与 局 部 环 4p 中 素 理 想 之 间 的 保 序 对 应 关系 ， 可 知 几 (p) = dim 
4p， 

引 理 11 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ，d= dim 4。 则 存在 
4 中 一 个 吓 - 准 素 理想 q, 它 由 4 个 元 素 妇 ，…… ,xs 生成 .于 是 dim 
4>>6(4). 

证 明 不 妨 设 4g 关 1. 我 们 首先 归纳 构 作 一 组 元 素 如 ?2s 
满足 如 下 性 质 ， 对 于 每 个 11s<i 和 oag) 和 包含 {i ay 的 每 个 
素 理 想 p, 均 有 天 (p) 之 1 

设 2 21 已 构 作 好 . 以 六 (1 夫 入 s) 表 示 属 于 理想 a= 
(aa 2U-t) Ca 当 ; =1 时 ， 取 a=(0)) 的 全 部 极 小 素 理 想 之 中 高 
为 一 1 的 那些 (如 果 设 有 这 样 的 极 小 素 理 想 则 令 s=0)， 由 于 ;一 


1<qg=dim 4=j(m) ,从 而 mshp(sy 和 ss)。 于 是 mm 和 后 U pP，， 
4 一 


取 如 Emo 从 [jp , 设 9 为 包含 fx ,xs} 的 一 个 素 理想 , 则 4 
了 一] 


必 包 含 属于 理想 (%，… :2%-o 的 某 个 极 小 素 理想 pb， 如 果 p 一 p， 
(对 某 个 力 , 则 wiiEq，o 科 ?从 而 qh 于 是 j(9)1(9q) 二 1 
1 一 1+1=1 如 果 Ppssp (1 委 J 和 s)， 则 交 (p) 三 1i。 从 而 有 9) 三 
凡 (p) 志 zt。 这 就 表明 对 于 每 个 包含 {2… 2 的 素 理想 q9, 均 有 
及 (9) 盖 1 

现在 按 上 述 方 法 构 和 进出 ww …%s。， 考 虑 理想 9 一 (v1，…… 
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&)， 令 p 是 属于 9 的 素 理想 , 则 殊 (p) 之 4 ,从 而 必然 p 王 下。 于 是 
属于 9 的 素 理 想 只 有 趾 。 这 表明 9 是 m- 准 素 理想 。 这 就 完成 了 
引 理 11 的 证 明 . 】 

综合 引 理 9,10 和 11 ,我 们 便 完 全 证 明了 定理 3. 定理 3 有 许 

了 系 1 设 (4，m) 为 Noether 局 部 东 ， 则 dim 4 坟 dim。(my/ 
m2) ,其 中 R=4/m 为 局 部 环 4 的 剩余 类 域 ， 

证 明 车 如 ，……)xsEm， 使 得 它们 在 my/m: 中 的 象 是 R- 向 
量 空间 my/ms2 的 一 组 基 , 则 由 第 二 章 可 知 2 ……,2s 生成 由 ， 于 
是 dimns(m/m2)=s>6(4)=dimn 4. 

系 2 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ,zEm, 并 且 z 不 是 4 的 
零 因 子 , 则 dim 4/(z)=dim 4 一 1 

证 明 如 引 理 10 的 证 明 中 所 显示 的 那样 ,我 们 可 得 到 dim 4/ 
(7) 一 0d(4/z)) 和 qd(4) 一 1=dim4 一 1， 另 一 方面 , 记 &=dim4/ 
(z). 注 意 (4/(z)，m/(z)) 为 Noether 局 部 环 , 设 (1<iso) 属 于 
m ,并 且 它 们 在 4/(z) 中 的 象 生成 一 个 m/(z)- 准 素 理想 ， 则 (>， 
wu) 是 4 中 的 mm- 准 素 理想 ， 从 而 d+1> d(4)=dim 4， 
这 就 证 明了 dim 4/(z)=dim 4 一 1 蝇 

例 1 设 4o 为 Artin 环 ,4=4o[zi……zI 为 多 项 式 环 ， 
一 (ZEMax 4， 则 分 次 环 Gm(4m) 同 构 于 4， 于 是 Cn 
(4nm) 的 Poincare 级 数 是 (1 一 好 一。 由 定理 3 即 知 dim4dm=s。 


定义 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ， 如 果 妇 ，……，xwa 生成 4 
的 某 个 证 - 准 素 理 想 ,&=dim4 , 则 称 {w，，… ,xs} 为 4 的 一 个 参数 
系 。 例 如 上 例 中 wx …，z。 就 是 环 4mn 的 参数 系 . 

引 理 12 设 妈 ……，w 是 Noether 局 部 环 (4,m) 的 一 个 参 
数 系 ，9=(& ,wa 一 dim 4) 是 此 参数 系 生 成 的 mm- 准 素 理 
想 . 如 果 了 (三 5 训 ) 为 多 项 式 环 4 二 5] 中 的 s 次 齐 次 多 项 
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式 ,并 且 fa acaoqx+b 则 了 的 所 有 系数 均 属 于 m， 

证 明 ”存在 着 唯一 的 环 同 态 w: (4/19) [二 ，…… ,>Ga(4)， 
使 得 (5)= 殉 Eq/q2EGa(4)， 并 且 w 在 4/q 上 的 限制 为 恒 等 映 
射 ， 由 于 9= ( 妇 ，……;wa)， 从 而 x 是 环 的 满 同 态 ， 将 了 (二 …， 
1 的 系数 模 9 之 后 变 成 (4/q) [二 ，…,t] 中 的 多 项 式 , 记 为 了 (aa， 
.… 8)。 由 于 引 理 假设 条 件 可 知 了 〈 夺 ，… 5) =5Eq*/qf+IS 
G4(C4)， 因 此 , 太 ( 二 ta)EKer ac, 从 而 环 Ga(4) 是 (4/q) [二 ， 
/的 同 态 象 ， 如 果 了 (三 如 ) 的 系数 不 全 
属于 吓 ， 则 了 (加 ) 不 是 环 (4/q9)[ 二 ，…,] 中 的 零 因子 . 
于 是 

C (Ga(4)) 入 可 (( 419 各] GD)) 
<d((4/q)[ 二 te]) 一 1 〈( 习 题 2) 
=d 一 1 (由 于 4/9 是 Artin 环 )， 
这 就 与 4(Ga(4))= 4 相 了 矛盾 ， 从 而 了 的 所 有 系数 均 属于 m， 

引 理 13 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ,及 = 4/myzi us 
为 4 的 一 个 参数 系 ,天 为 4 中 一 个 子 域 同 构 于 R。 则 zi， zs 
在 到 上 代数 无 关 . 

证 明 用 反 证 法 ， 如 果 存 在 非 零 多 项 式 厂 ( 辣 ，…) E 
下 [ 二 1] 使 得 厂 us)=0. 记 了 = 了 二 了 二 其 中 
js0 为 了 的 s 次 齐 次 分 量 。 则 P(wa zs) 一 一 了 (ul 
oz + Eqetl， 其 中 9=(xw is) 是 和 - 难 素 理想 ， 由 引 理 
12 可 知 ,的 系数 均 属 于 由 。 但 是 f, 的 系数 均 属 于 忆 ,而 又 有 域 
同 构 天 = 4/m ,从 而 必然 了 恒 为 0, 这 就 与 了 ,ss0 相 了 矛盾. | 

定理 4 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ,& 一 dim 4, 有 一 4/m， 
则 下 面 三 条 件 征 此 等 价 ， 

(1) Gm(4) 作 为 分 次 环 同 构 于 多 项 式 环 [三 ，…… 加 ]; 

(2) dim,(mym2):=Qw， 

《3) im 可 由 & 个 元 素 生 成 
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证 明 (1D 字 (2): 令 性 ( 人 1t0) 为 天 [二 1] 的 极 大 
理想 , 则 m/m? 兰 MA/M2 CR- 向 量 空间 同 构 )。 从 而 dimne(Cmy ne2) 一 
dim (AD = 一 C， 

(2) 字 (3): 设 如 ，……wcEnm 使 得 mym2? 一 Ri+ 十 RUa， 
则 w，… ,wa 生成 mm。 

(3) 字 (1): 设 mm 一 (ozz) 在 引 理 12 的 证 明 中 取 9== 症 ， 
可 知 那里 的 同 态 ea :RE 二 六 加 ] 一 Cn(4) 事 实 上 为 分 次 环 的 同 构 
( 即 Kera=(0)). 

定义 ”满足 定理 4 条 件 的 Noether 局 部 环 4 叫 作 是 正则 
的 .。 

例 2 设 闷 为 代数 封闭 域 ,4 一 RLzi 7 一 (xz 
za)， 则 Noether 局 部 环 4m 为 仿 射 空间 R“ 在 原点 (0 ;0) 处 的 
局 部 环 ， 令 下 =m4n， 则 mym2smym2， 由 此 Ci (4m) 作为 分 
次 环 同 构 于 多 项 式 环 R[ 二 ，… ,t] (元 素 二 GEmy/m2ECGC5(4n) 对 
应 于 如 ， 而 dim 4m= 例 1)， 从 而 由 定理 4 可 知 4n 为 正则 
Noether 局 部 环 ， 


最 后 我 们 谈 谈 Noether 局 部 环 的 维 数理 论 在 代数 几何 中 的 应 
用 .首先 是 Nosther 环 的 一 个 结果 ， 

引 理 14 设 4 为 Noether 环 ，x，……2xrcE4， 则 对 于 属于 
理想 (w ，…,2r) 的 每 个 极 小 素 理 想 p, 均 有 (hb) 短 7。 

证 明 〈4p,p4p) 为 Noether 局 部 环 ,而 (xi1，…，xwr) 在 4h 中 
的 扩张 理想 为 mm- 准 素 理 想 , m=p4p (这 是 因为 mm 为 4p 中 包含 
(xu ，…;,%y) 的 唯一 素 理 想 )， 于 是 > 这 dim 4p=j(p). | 

定理 5 〈Krull 主 理想 定理 ) 设 4 为 Noether 环 ，7E4 
一 5C(4)， 并 且 z 不 是 4 的 堆 因 子 . 则 对 于 属于 理想 (z) 的 每 个 
极 小 素 理想 p, 均 有 有 (p) 一 1. 

证 明 由 引 理 14 可 知 Ap) 短 1， 如 果 (pb)=0， 则 p 是 属于 
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《0) 的 极 小 素 理想 ， 从 而 p 中 元 素 均 是 零 因 子 ， 这 与 YEp 并 且 > 
不 为 零 因 子 的 假定 相 了 矛盾 .因此 有/(p) 一 1. | 


引 理 15 设 并 为 代数 封闭 域 , 则 多 项 式 环 RELz:，……zam] 的 
Krull 维 数 为 mm ， 

证 明 出 定义 知 dim REXi，…，2n 一 Supf1pm)|mEMax 
RLzi，…，%o}， 但 是 在 第 六 章 中 我 们 已 经 证 明了 每 个 极 大 理想 
均 有 形式 和 =(zi 一 agom 一 ao)，wER 在 引 理 14 中 取 
na 一 #$ 王 m, 即 知 mm) 和 人， 另 一 方面 ，P 一 (一 1 一 0 
均 是 素 理想 〈1<;i 和 mm)， 而 (0) CpiChbzC Chpn 一 由 。 从 而 
j(m) 人 名。 于 是 对 每 个 极 大 理想 赔 均 有 下 (m) 王 和， 从 而 dim 


REzi Yo] 一 ?0 


定理 6 设 大 为 代数 封闭 域 ， 忌 一 [Lo 7 加 ， 拓 (z1 
Oo) 和 玉 (1 委 i 委 0) 并 且 取 十 2， 如 果 方 程 组 (zxrm) 
=0(1<i<2) 在 天 中 有 解 , 则 必 有 无 穷 多 组 解 

证 明 设 该 方程 组 只 有 有 限 多 解 (a 亿 ,ea 吕 )，a 只 ER(1< 
i 和 771)， 令 8 是 由 方 ……, 刀 生成 的 吾 中 理想 ， 则 0 对 应 于 
R”" 中 代数 集合 了 (aq) 一 {1Ca 和 ，q) 11 入 it 委 让。 令 0 一 (zi 一 
Ca 一 人)， 则 了 (ao 一 (人 (ac 和 4))}， 记 a 一 0 
oa , 则 了 F(a) 王 (ao)。 从 而 Ya =Yo . 设 ? 为 属于 的 一 个 极 
小 于 理想 , 则 p 宇 Ja = 0 ， 于 是 bp 三 0=q ar。 从 而 有 守 3 
<;i<7) 使 得 bp>>a。 但 是 ai 为 极 大 理想 ， 从 而 ?=a。 而 (pb) 王 
ja) 王 Mo( 引 理 15). 这 表明 属于 的 每 个 极 小 理想 的 高 度 均 为 
了 ;而 双 二 4， 这 就 与 引 理 14 矛盾， 

系 设 忆 为 代数 封闭 域 ,如 =R[zi yo] 访 ， 帮 是 已 
中 常数 项 为 0 的 多 项 式 ,>4。 则 方程 组 万 (z 一 0(1 撩 
i<%) 在 玉 中 必 有 无 穷 多 组 解 ， 


2493 。 


证 明 ”因为 (0，……,0) 是 该 方程 组 的 解 ,从 而 由 定理 6 直接 推 
出 此 系 ， 

设 素 为 代数 封闭 域 , 下 为 ” 中 的 代数 簇 , p=7CF) 为 对 应 于 
F 的 素 理想 ，R[F] 和 A(F ) 分 别 是 了 了 的 坐标 荆 和 有 理 函 数 域 . 我 
们 在 第 六 章 中 已 经 把 RCF) 在 R 上 的 超越 次 数 定义 为 代数 徐 了 的 
维 数 , 表 示 成 dimF .了 上 每 个 点 乙 =(al，%… ,4m) 对 应 着 RLPF] 的 
极 大 理想 me (〈 它 是 &Lxz ,zao 中 极 大 理想 (zi 一 al … Zn 一 
aa) 在 疏 =RLxi zol/p 中 的 象 )， 我 们 把 Noether 局 部 
环 &LF]nz 的 维 数 dim KR[F]mz 叫 作 是 代数 钴 三 在 点 书 的 局 部 维 
数 ， 代 数位 的 维 数 和 在 各 点 的 局 部 维 数 有 如 下 的 联系 . 

定理 7 设 有 站 为 代数 封闭 域 ,下 为 Rn” 中 的 代数 科 , 则 下 在 每 
点 的 局 部 维 数 均等 于 下 的 维 数 ， 

证 明 由 引 理 13 可 知 ， 对 于 RLF] 的 每 个 极 大 理想 mm， 均 有 
dimF 之 dimRLF7]an (在 引 理 13 中 取 4 一 REF]Jnm)。 为 了 证 明 dim 
入 dimRLF]n, 我 们 需要 两 个 引 理 . 和 

引 理 16 设 BS4 为 环 的 整 性 扩张 ，4 为 整 环 , 巨 为 整 闭 整 
环 ,mEMax4,n 一 m 人 了 83， 则 mnEMax, 并 且 dim4unw=dimBhn。 

证 明 由 85.1 可知 RnEMax 万 ， 如 果 m 卫 9 卫 ….2Dqs 为 4 
中 素 理想 链 , 则 这 些 素 理想 与 吾 的 交 得 到 互 中 的 素 理想 链 n 了 qi 
好 站 .也 qe 门 B， 于 是 dimBn>dim4nm， 反 之 ,如 果 mnDDpbiDD 了 … 
2h, 是 了 3 中 的 素 理想 链 , 则 由 第 二 提升 定理 可 知 也 有 4 中 的 素 理 
想 链 m 了 91 字 …' 了 qu。 从 而 驻 有 dimBn<sdim4dn。 | 

引 理 174 正 规 化 引 理 ) 设 好 是 代数 封闭 域 ， 4 为 有 限 生 成 
R- 代 数 , 尺 为 4 的 子 域 . 则 存在 元 素 y:，……,yvE4, 使 得 yi……， 
yy 在 玉 上 代数 无 关 , 而 4 在 RLyi，……y 沾 上 整 ， 

证 明 设 4 一 ALwi xz， 不 妨 设 妇 ，…，w%r 在 尺 上 代数 
无 关 , 而 ur …… oa 在 RLxoi rr] 上 均 是 代数 的 . 我 们 对 
归纳 ， 如 果 2=7r， 则 引 理 自然 成 立 。 假设 2>>”， 并 且 结 果 对 于 
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2 一 1 个 生成 元 的 情形 成 立 .由 于 i 在 民 Li ,2 口上 代数 ,从 
而 有 多 项 式 0 失 了 (z1 00n) ER[L7i On， 使 得 1， 
2 一 0， 以 Jo(Czi Ya) 表示 多 项 式 了 的 最 商 次 ( 既 次 ) 齐 次 分 
量 . 由 二 是 无 限 域 ,从 而 存在 14，……, MIER, 使 得 四 02 
MD)2s0. 令 人 = 一 MUa(LE<is2r1)， 则 Ji+Aza 
wa -li 二 Mn-ltnita) 一 0。 将 左边 看 成 是 w 的 多 项 式 ，zj，… ,91 
均 作 为 带 量 ， 则 这 是 关于 wx。 的 人 m 次 多 项 式 ， 并 且 首 项 系数 为 
fn Mr-l1) ,这 是 天 中 非 零 元 素 . 这 表明 ws 在 RLx1 
sa- 可 上 整 . 根据 归纳 假设 , 环 4 = REw1 2 中 可 选取 元 素 
yy 使 得 yi y* 在 R 上 代数 无 关 , 并 且 4 在 RLCyi 1 
Yy 沾 上 整 . 由 于 xn 在 4 上 整 ,从 而 x 也 在 RLyi …，y] 上 整 ， 
于 是 4=4[x] 在 有 FEyi yy 上 整 .| 

注 记 我们 在 证 明 中 只 利用 了 有 是 无 限 域 这 一 事实 ， 从 而 这 
个 证 明 对 于 任何 无 限 盛 & 都 成立 。 当 玉 为 有 限 域 时 , 正规 化 引 理 
仍然 成 立 ,但 是 要 采取 另外 证 法 . 

现在 我 们 证 明定 理 7 ,根据 正规 化 引 理 我 们 有 RLTY] 的 子 环 
妃 =REzi……Zd]， 使 得 BSARLF] 为 整 性 扩张 ， 从 而 4g=dimPF ， 
并 且 瑟 是 整 闭 整 环 ， 根 据 引 理 16 ,我们 只 需 证 dim7 过 dimBn 即 
可 ,其 中 mEMax， 但 是 百 的 每 个 极 大 理想 均 有 形式 mn=(2z: 一 
Cl 一 CoiEGR， 于 是 dim=d=dmF 这 就 完成 了 
定理 7 的 证 明 , 


最 后 我 们 谈 一 下 正则 Noether 局 部 环 的 代数 几何 背景 . 

定义 设 刀 为 代数 封闭 域 , fx1， … 0a) 为 RLZ1，…， , 21] 中 
不 可 约 多 项 式 . 则 代数 全 ( 超 曲面 )P(zt …,z,) -0 上 的 点 PE 
名 叫 作 是 此 代数 敌 的 正常 点 ,是 指 - 太 (1<isn) 在 点 己 处 的 值 


不 全 为 0 。 否则 , 便 称 书 为 奇异 点 . 
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定理 8 大 , 了 如 上 面 定义 所 示 . 则 代数 秘 F(zi，…,zw)=0 
上 的 点 已 是 正常 点 和 六 坐标 环 4 一 上 [zi …，,zo/CF) 对 于 点 已 
的 极 大 理想 m 的 局 部 环 4m 为 正则 Noether 局 部 环 . 

证 明 我 们 有 dim 4n=dim 4-:dim (RExzi zs]/(f)) 
一 dim(R[zi ,zs]) 一 1=2 一 1 此 外 ,由 于 =(z: 一 at 


人 0 ， 从 而 my/ms 


(zl 一 al， ja 一 nzi 一 0 On 一 an)2 二 (了 )， 其 中 王 = 
(al 0 从 而 
4m 正则 所 之 dimy(my/m2) 一人 一 1 生字 fg 71 一 4 


一 az 3 二 (1<ism) 在 点 已 = (ai as) 处 不 
全 为 0 人 > 点 书 为 超 曲面 了 =0 的 正常 点 ,| 


习 题 


1. (Nasgata 关于 无 限 维 Noether 整 环 的 例子 ) 设 下 为 域 , 4= 寻 zu 
z: 7]( 可 数 无 穷 多 来 定 元 的 多 项 式 环 )。 mi< 和 :< 为 正 整 数 
列 , 使 得 对 于 每 个 ;之 2 均 有 和 一 迪 > 7 一 Mi 令 和 一 (zmi+0 


om)， &S=4 一 同 和 求证 


(1) PESpec 4(? 关 1)， 

(2) 4S 为 4 的 乘法 集 。 

(3) S-:4 为 Noether 整 环 ， 

(4) 3S-'4 中 素 理 想 SP, 的 高 为 miri 一 mi。 于 是 dimS- 4= 十 co。 

2. 设 4= 四 4， 为 分 次 环 ,其 中 4 为 Artin 环 ， 到 = 曲 , W。 为 有 
生成 的 分 次 4- 模 ， 如 果 aE 4 并 且 由 am=0mE 开 可 推出 和 =0。 求 证 
dd/aM)=4(M) 一 1. [提示 , 利 用 正 合 序列 0 一 0Jb 一 Ms 一 Mi/ 
64-~>0, 并 参 游 引 理 10 的 证 明 .] 

3. Noether 环 中 每 个 素 理 想 的 高 均 是 有 限 的 . 由 此 推出 :Noether 环 的 
每 个 素 理 想 降 链 Ph 三 Pi 三 … 三 ?三 … 必 是 稳定 的 , 即 存在 ,使 得 Ps。 二 ps+ 
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4. 设 关 为 域 ,4 一 RE20 ts 有一 (22d2)。 求 证 局 部 匡 4m 不 是 正则 的 
Noether 局 部 环 。 


$7.3 完备 化 
设 于 为 4- 模 .对 于 环 4 的 理想 降 链 


fa aoa 二 了 0 之 

我 们 可 以 在 玉 中 引进 如 下 的 拓扑 : 对 于 每 个 zE 妈 ,规定 {z+ 
JIx>0} 为 了 的 基本 开 集 组 ， 而 任意 多 个 形 如 z+avM (*E 
于 ,ma>0) 的 集合 之 并 均 是 到 中 的 开 集 .这 种 开 集 全 体形 成 的 集 
族 是 满足 拓扑 空间 的 开 集 公理 的 ,因为 

(GD 开 = (+aoa0) 和 Q= 昌 (e+ aoMf ) 均 是 开 集 ， 

(2) 任意 多 个 开 集 的 并 显然 仍 是 开 集 ， 

(3) 如 果 zE(z+anE)m Gy+ean 邓 )。 令 0G=max (2 1)， 
则 不 难看 出 *+ aa E(z+ aa)m(y+anM)， 于 是 


(rz+o) 六 Gy +owM) = U (z 二 as)。 
2zE(Z+anaM) 站 yt+an) 


由 此 不 难看 出 ,任意 有 限 个 开 集 之 交 仍 是 开 集 ， 

于 是 ,到 由 此 而 成 为 拓扑 空间 , 称 作 是 {a.}~ 拓 扑 空 间 。 特别 
取 开 =4, 则 4 上 如 此 定义 的 拓扑 叫 作 是 {as}- 拓 扑 . 

一 个 重要 的 特例 是 取 a 为 4 的 理想 ,而 ov=a", 这 时 妈 或 4 对 
于 由 理想 降 链 {a"} 决 定 的 拓 朱 叫 作 是 o~adiec 拓扑 ， 

一 个 群 G 如 果 又 是 拓扑 空间 ,并 且 上 映射 C x G 一 G，(2，Y)F> 
Zy 和 G 一 G5,zr>5 1 均 是 连续 的 , 则 称 G 为 拓扑 群 ， 类 似 地 , 设 4 
为 环 而 形 为 4- 模 ， 如 果 戏 是 拓扑 加 法 群 ,并 且 对 于 每 个 acE4, 易 
射 M 一 Mrrmaz 均 是 连续 的 , 则 称 1 为 拓扑 4A- 模 。 最 后 , 如果 
环 4 是 拓扑 4- 模 , 则 称 4 为 拓扑 环 。 
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不 难 验证 ,4- 贷 歼 对 于 tas} 拓扑 是 拓 扑 4- 模 ,于 是 4 对 于 
《asj 拓 扑 是 拓扑 环 . 〈 例 如 考虑 映射 了 :4x4->4, (ab)F>aD。 
对 于 az 的 一 个 基本 开 集 ap+ as4 ,我 们 有 (ee,0) 在 4x4 中 (对 
于 积 拓扑 ) 的 开 集 V=(e+as4)x(8+as4) 使 得 7D)=-(a+ 
ad4)(0O+oa4d)Sao+as4。 这 就 表明 了 是 连续 的 . 其 他 也 可 类 
似 验 证 .) 

4 模 玉 对 于 fa,}- 拓 扑 为 Hausdorff 空间 的 充 要 条 件 是 


门 o 玉 = (0). 这 是 因为 :如 果 门 xz=(0), 则 对 于 愉 中 任意 两 
个 不 同 的 元 素 4 和 yy，z 一 ys0, 从 而 存在 xs0, 使 得 z 一 Y 估 
am 弄 。 于 是 x 的 开 集 x+asM 和 Y 的 开 集 yY+as 下 不 相交 。 反 
之 ， 如 果 0SzE fm , 则 0 的 每 个 开 集 均 包 含 某 个 基本 开 集 
靖 1 
aq 型 ,而 z 在 as 之 中 .因此 fa,}- 拓 扑 空间 到 其 至 都 不 是 和 ii- 
型 的 ,从 而 更 不 是 Hausdorff 空间 特别 地 , 环 4 对 于 {as}- 拓 扑 
是 Hausdorff 空间 后 > 人 o:=(0)， 而 好 和 4 对 于 a-adic 拓扑 
3DD 


是 Hausdorff 空间 的 充 要 条 件 分 别 是 fm 下 =(0 和 站 呈 = 
HZ 0 名 
(0)， 
现在 我 们 要 说 明 ,条 件 人 到 = (0) 和 门 办 = (0) 并 不 是 很 
2>D ?miD 


苛刻 的 ( 引 理 19 的 三 个 系 )， 

引 理 18 设 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 ， 玉 为 有限 生 成 
4- 模 ,对 “是 于 的 4- 子 模 ， 则 形 * 由 下 的 a-adic 拓 扑 所 诱导 的 拓 
扑 和 开 ' 作为 4- 模 本 身 所 具有 的 a-adic 拓扑 是 一 致 的 . 

证 明 ”对 于 前 一 惠 拓 扑 ,0 在 于 ' 中 的 基本 开 集 为 a"MP MX 
(2 之 0)， 而 对 后 一 种 拓扑 则 为 o" 邓 “ (2 演 0)。 但 是 由 Artin-Rees 
引 理 ( 引 理 3 的 系 ， 存 在 & 关 0 使 得 对 每 个 3 均 有 《〈a"2) 站 
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1 一 aa-t(as) 有 有 站 Sa， 另 一 方面 又 显然 用 
(am 这 0)。 从 而 这 两 种 拓扑 是 一 致 的 . 人 

引 理 19(Kruli) 设 4 为 Noether 环 ,aa 为 4 的 理想 , 开 为 有 
限 生 成 4- 模 . 则 


人 af ={zE1MI 存 在 aEa 使 得 (1 一 ac)z 一 0》， 


3Z 人 0 


证 明 如 果 aEna， (1 一 )7 一 0， 则 zz 一 Gz 一 CQ?Y 一 。 .一 
arg 一 … -由 于 azEory, 从 而 zE 门 咯 MK 反之 , 令 M'= 们 
DZ0 


包 0 


aa M， 由 假设 知 必 为 Noether 4- 模 , 从 而 开 ' 是 有 限 生 成 的 4- 
子 模 . 由 于 形 * 是 0 在 歼 中 的 所 有 邻 域 之 交 ， 从 而 对 于 子 模 于 / 
的 诱导 拓扑 , 0 在 老 “ 中 只 有 一 个 邻 域 开 /。 根据 引 理 18 , 子 模 2 
的 诱导 拓扑 与 开本 身 的 a-adic 拓扑 是 一 致 的 ， 而 对 后 一 拓扑 ， 
a 和 “为 0 在 形 * 中 的 邻 域 ， 从 而 aM “= 于 由 于 对 /是 有 限 生 
成 4- 模 ,可知 存在 aEa 使 得 (1 一 4) 好 “二 (0)。， 特别 对 每 个 ”6E 


及 = 门 om , 均 有 (1-oz=0. | 
8DP0 


系 1 如 果 4 为 Noether 整 环 ,a 为 4 的 真理 想 , 则 人 om"= 
0 


(0)。 
证 明 由 于 1+a 没 有 零 因 子 , 由 引 理 19 即 得 此 系 . 四 
系 2 设 4 为 Noether 环 ,na 为 4 的 理想 并 且 a 包含 在 4 的 


大 根 r(4) 之 由 ， 凡 为 有 限 生成 4- 模 . 则 们 一下 =(0). 特别 地 
有 站 
有 站 oa"= (0). 
| 


证 明 由 aSr (4) 可 知 1+aSV(A)。 然后 由 引 理 19 即 得 
此 系 . 上 
系 3 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 , 导 为 有 限 生 成 4 - 模 , 则 
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人 


门 mm" =(0)， 特 别 地 有 们 mm"= (0). 
生 0 生产 上 
证 明 因为 m=r(4), 从 而 由 系 2 即 得 结果 .| 


设 4 为 环 ,a 为 4 的 理想 , 对 为 4- 模 。 现 在 我 们 假定 们 o= 
及 20 


(0) ,人 门 m 于 =(0)7， 从 而 4 和 天 对 于 -adic 拓扑 均 是 Hausdorff 
刀 Z 人 1 
拓扑 空间 。 现在 我 们 试图 在 4 和 M 中 引进 距 离 从 而 使 它们 成 
为 距离 空间 ， 对 于 每 个 元 素 ozE M。 由 于 和 门 ot= (0)， 
恩人 0 


并 县 a" 开 = 型 三 a 歼 三 … 达 0 玫 …， 从 而 存在 瞧 一 的 % 产 0， 
使 得 rzEo 开 一 0 2。 我 们 定义 >(z) 一 4。 此 外 令 >(0) 一 oo， 
类 似 地 , 对 于 每 个 元 素 0 闪 aE 4， 也 有 唯一 的 ”>0 使 得 sa Go 一 
or 定义 x%e)=2 ,而 ?7(0)= co。 不 难 验证 我 们 有 (对 于 cE4， 
yyE HI) 

7(Z) 一 co 和 > 一 0，7y(c)=co 生 >4 一 0， 

?2 一 %) 一 >(Z)， 多 一 4) 一 2(G)， 

?ad)ZP(a) +TPCZ)， 

2(Y+TY) 盖 min((Z)，2(Y))， 
这 里 我 们 规定 ee + 郊 =2 + oo = co' oo = oo,co>7% .如果 再 令 |1z| = 
2 ,1al=2“ (规定 2 =0), 则 由 上 面 诸 项 可 得 到 (GE4,z， 
yEM) 

(iD 1z|>0, 并 且 1z|=0 和 >7 一 0; 

(ii) | 一 “| 一 jzl 

(iii) jz+yYy[ 委 max(1zl ,17y1)3 

(iv) lezlslacllzl. 
最 后 ,对 于 yz,yE 弄 ,定义 dry)=[z 一 y|, 称 作 是 zx 和 yY 的 距 
离 ， 则 由 (0) 一 (iv 得 到 wd(z,y) 满 足 通常 的 距离 公理 ， 
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er 


(TD dzy)0, 并 且 dg(y，y)=0 拓 >z=y， 

(IITJ) GaCz，y) 一 CCYy: 7)， 

(II dx ,2)<d(Cryy) 十 QUCY 3) 。 
于 是 于 由 此 而 成 为 距离 空间 ，。 类 似 地 在 环 4 中 定义 距离 ,使 4 也 
成 为 距离 空间 。 还 有 一 点 值得 注意 的 是 ,由 (iii) 可 推 得 比 (HI) 更 
强 的 结果 

(HI wzz)smax(d(Zy)，9(CYy，2))。 

现在 我 们 可 以 象 点 集 拓扑 (或 者 泛 函 分 析 ) 中 那样 讨论 距离 空 
间 的 完备 化 问题 .但 是 由 于 我 们 有 比 (HI) 更 强 的 性 质 (II ) ,使 
得 在 某 些 方面 比 通常 的 程序 还 变 简 单 和 特殊 些 . 按 熙 通 当 的 程 
序 ,首先 要 定义 距离 空间 歼 中 序列 的 收敛 性 , 极 限 和 Gauchy 序 
列 ， 

定义 ” 设 {z, 为 中 诺 列 ,zE1. 称 序列 {z 收 伍 于 z ,或 
者 叫 作 x 是 序列 {x,} 的 极限 并 且 表 示 成 > 一 2Z 或 者 有 而 Za 一 四 ， 
是 指 对 每 个 实数 。>0 均 存 在 人 = N(e)， 使 得 当 2 演 N 时 均 有 
1z 一 zx <e。 

对 于 4 也 可 类 似 定 义 收 伊 和 极限 概念 ， 并 且 不 难看 出 ， 如 果 


03yyYiryyGnG( Zn yayd3y EC 人 arra GE 4)， 则 z。 士 ys 一 >2 土 


y;anzn->az。 (注意 ，|az|<lellz|，) 最 后 , 由 们 o 2 =(0) 
mD0 


不 难 推 得 ,如 果 序 列 {zs 有 极限 , 则 极限 是 唯一 的 . 

定义 “ 形 申 序列 {zy} 岂 作 是 Cauchy 序 列 , 是 指 对 任意 e>0 
均 存 在 六 = (Ce) ,使 得 当 和 加 N 时 均 有 |z 一 zw| < 

这 是 Cauchy 序列 的 通常 定义 ， 由 于 我 们 有 (II ) 式 ,使 我 们 
有 下 面 简单 判别 波 ， 

引 理 20 ” 戏 中 序列 {z} 为 Cauchy 序列 和 >Czo+l 一 za) 一 0。 

证 明 由 (TI 人 式 我 们 知道 ( 设 4> 人 只)， 


| -zw| 让 | 《za 一 Yan-1) 私 (zl 一 wa 2) 未 吕 2 十 Czm+l 一 和 am)| 
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<max(z, 一 zol |z， 1 一 zzon+i 一 和 nj)， 
从 面 

{z} 为 Cauchy 序列 和 > 对 每 个 e>0 均 有 N =N(2) 使 得 

当 2 因 入 时 19w+l 一 Za| <<2 乓 (7ott 一 yn) 0， ] 

定义 劲 中 豚 数 开 v。 二 41 二 ba 二 十 Ya+ 叫 作 是 收 
敛 的 ,是 指 序列 {sn ) 收敛 ， 其 中 ss 一 Zi+…+w 如 果 s 一 sE 
了 7 ， 我 们 也 记 成 并 z。 一 3。 

中 一 上 


由 引 理 20 可 知 ,级 数 >,z, 收 敛 和 > 一 0. 
另 一 ] 


定义 “ 拓 失 空 间 叫 作 是 完备 的 , 是 指 其 中 每 个 Cauchy 序列 
均 有 极限 . 

拓扑 空间 全 叫 作 是 拓扑 空间 开 的 完备 化 ， 是 指 了 为 多 的 稠 子 
集 ， 并 且 全 是 完备 的 。 熟知 若 卫 完备 则 全 二 克 ， 并 且 史 的 完备 化 
本 质 上 只 有 一 个 .( 即 玫 的 两 个 不 同 的 完备 化 拓扑 空间 是 同 胚 的 ). 

设 "为 环 4 的 理想 , 聋 为 4- 模 ,并 且 假设 全 全 生 (0)， 和 on 

名 入 PP 

下 =(0). 现在 我 们 象 点 集 拓 扑 学 中 那样 作 a-adic 拓扑 环 4 和 拓 
拼 4- 模 1 的 完备 化 ， 以 C(2) 表 未 对 中 全 部 Cauchy 序 列 组 
成 的 集合 如果 {z} 和 {y} 是 开 中 的 Cauchy 序列 , aE 入 则 
《zu 土 y} 和 {az} 也 是 开 中 的 Cauchy 序列 ， 由 此 将 CC ) 作 成 
4- 模 .下 中 以 0 为 极限 的 Cauchy 序 列 全 体 2 M) 是 C(1) 的 4- 子 
模 .于 是 我 们 有 商 4- 横 丰 =C(CMN)7Z(M). 完 全 类 似 地 ,我 们 可 以 
定义 环 C(4) 和 人 它 的 理想 2G(4) ,其 中 C(4) 中 元 素 Le} 和 {b} 相 乘 


定义 为 {asp}。 从 而 有 商 环 二 = C(4)/Z(4)。 进而 , 对 于 fa 
EC(C4) 和 {fz)E C( 玉 ), 易 知 fasywyEC( 到 )， 于 是 可 对 C(M) 


赋予 C(4)- 模 结构 ， 如 果 {auJjEC(4)，{fzEZ(N)， 则 {asz) 
EGG( 凡 ). 于 是 又 诱导 出 故 =C(CM)71Z(MN) 上 自然 的 C(4)- 模 结 
构 . 最 后 , 易 知 2(4) 将 应 零 化 ， 从 而 在 又 赋予 自然 的 全 - 模 结构 . 
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作 上 喘 射 了 :4 一 4, f(a) = Tay ,其 中 {a)} 为 常量 序列 ,{ayEC 
(4)， 而 15J 表 示 {a) 在 C(4)/2(4) 中 的 象 ， 易 知 为 环 同 态 ， 
且 核 为 (0).( 即 faejEZG04)E>a=0.) 通 过 了 我 们 可 以 将 4 看 作 
是 姓 的 子 环 ， 事 实 上 ,全 是 4- 代 数 。 类 似 地 ,可 将 Mr 看 作 是 龙 
的 4- 子 模 ， 并 且 对 于 eE 4,a 作 为 4 中 元 素 和 冯 中 元 素 对 于 帮 
的 作用 是 一 样 的 . 

设 5 为 4 的 理想 ， 令 b=ff5yE 人 lescby. 这 是 全 的 理 
想 ， 另 一 方面 ,作为 4- 模 ,b 的 完备 化 应 当 为 C(0)/Z(0)， 不 难 
看 出 这 两 种 看 法 是 一 致 的 ,因为 作 映 射 C(b) 一 b,{as}jr?tasy， 这 
是 4- 模 满 同 态 并 且 核 为 Z(b)。 从 而 C(b)/Z(b) 和 b 作为 4- 模 
是 同 构 的 ， 事实 上 它们 作为 么 - 模 也 是 同 构 的 。 

引 理 21 设 是 环 4 的 理想 ,1 为 4- 模 . 们 =(0)， 和 机 
on 0 则 站 ZP0 各 DP 

(D 门 全 = (0). 从 而 全 对 于 {asy- 折 扑 是 Hausdorff 拓扑 

PP0 
环 . 陋 攻 

(2) asm4=o"。、 从 而 4 作为 {a}- 拓 扑 空 间 公 的 子 空间 
拓扑 与 4 本 身 的 a-adic 拓扑 是 一 致 的 ， 

(3) 4 在 全 中 稠密 . 

(4) 本 对 于 {o}- 拓 扑 是 完备 的 。 


Te -个 、 aa 
证 明 (1 设 12sE 门 a", 则 对 每 个 mm>>0,fasyEoan 于 是 
纪 0 


有 和 ,使 得 % > 人 时 asEa"。 这 表明 在 4 中 0。 即 1 了 = 
=(0 GE 革 . 

(2) 设 TaTEG 人 4, 则 有 buEan 使 得 [5 了 =T 丽 7 也 有 aE 
4,， 使 得 tcjJj=({ta), 于 是 { 六 一 a}EZ(4), 即 总 >。 从 而 对 充 
分 大 的 mb 一 2Ea”， 于 是 xcEoan+bEan. 即 LuJ=T27yEa"， 
这 表明 an m4Sa"。 而 asP4Ean 是 显然 的 . 
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(3) 设 LawJECC4)， 则 对 每 个 工 关 0， 均 有 和 之 0, 使 得 了 
迪 六 洱 an 一 am 和 Eo， 令 4=ar， 则 (ta 一 (oaJE 工 。 这 表明 4 
在 4 中 稠密 . 

(4) 设 a;=tag5J(G=1,2),3，) 为 到 中 的 Cauchy 序列 ， 
则 对 每 个 工 盖 0， 人 asE 近 ， 即 
{oi 一 6 EoE。 于 是 对 于 充分 大 的 如 ， 则 ae 朵 一 a87Eao， 另 
一 方面 ,ax 为 Cauchy 序列 ,从 而 对 充分 大 的 和 和 eg 和 一 2 各 
Eo:。， 于 是 对 充分 大 的 和 和 :ai 一 0 和 7 一 (at 扣 一 GD) 十 
+(G 一 4) 上 (一 Go JEGa 令 一 0 , 则 {0 EC(4)， 
并 且 对 每 个 工 福 0 和 充分 大 的 ”1 “一 on GE a“ .于 是 对 充分 大 的 
ia 一 《2 JE 人 这 就 表明 对 于 蕊 中 的 {a%j- 拓 扑 ，{5) 是 ai 
(=1, 2,…) 的 极限 .| 

完全 类 似 地 可 证 明 如 下 结果 . 

引 理 22 在 引 理 21 假 定之 下 ， 又 设 开 为 4- 模 并 且 
门 呈 下 =(), 则 


38Z0 


(D 门 = 衣 =(0)， 从 而 畜 对 于 ft"} -拓扑 是 Hausdorff 拓 
PP1 


扑 生 - 模 。 

(2) 《or 应 ) 站 Ni =o 开 从 而 作为 下 之 子 空间 拓扑 与 1 
本 身 的 a-adic 拓扑 是 一 致 的 . 

(3) 2 在 盘 中 稠密 . 

(4) 应 对 于 {o")}- 拓 扑 是 完备 的 .| 

根据 上 述 两 个 引 理 , 即 知 { o*}- 拓 扑 环 过 和 拓扑 二 - 模 请 分 
别 是 a_ adic 拓扑 环 4 和 拓扑 4- 模 玉 的 完备 化 . 

引 理 23 设 4 为 Noether 环 ,ma 为 4 的 理想 ,M 为 有 限 生 


成 4- 模 , 门 as 一 (0) ， 门 or = (0)， 则 站 = 全 37. 
卫 一 人 0 务 一 0 


证 明 令 戏 :4zi+…+4z， 对 每 个 元 素 乡 E 应 ， 由 于 
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Le 


4 在 丰 中 稠密 ,从 而 有 y,EW 使 得 y 一 9 ， 于 是 ty JEC(CU)， 
即 了 0 设 ya+l 一 yaEo" 朵 一 0 , 则 So>oo。 由 于 


涩 
an 有 =0nyi 二 十 nb， 从 而 ys 一 y 一 > GordooansEaen。 
一 


记 y, 一 > bypb0ovE4, 则 


了 1 
yn 一 yi+(y? 一 Yi) 十 十 (yn 一 Yi) 一 > 1001 
5 一] 


其 中 心 ,一 Do + al 十 二 Gy 
由 于 cawEn 拉 而 sn 一 co， 从 而 7 个 序列 [by (1 和 Js<r) 均 为 


-个 其 大 
Cauchy 序列 ， 从 而 1impw=o，E4. 而 乡 =1limy, 一 > Di 


71 一] 
这 就 证 明了 下 = 全 .| 
系 若 4 为 Moether 环 , 则 必 -- om， 因 此 4 和 4- 模 风 的 
《ao"}- 拓 即 是 人 -adic 拓扑 ， 
证 明 将 o 看 作 是 4- 模 ,由 引 理 23 即 知 全 = (人 or) = (4 


AN 
ao" 一任 


下 面 我 们 通过 利用 分 次 环 Ga( 4) 来 证 明 :, 完备 化 过 程 保持 环 
的 Noether 性 (定理 9 ). 
引 理 24 设 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 , fjo= (0). 攻 
3DP0 


为 a adic 拓扑 环 4 的 完备 化 ， 则 有 环 同 构 Gae(4) 兰 Gi( 二 ). 
证 明 Gao(4)= 电 ,44 一 oar0Gi(4) 一 四 人，4。 = 


一 nn/ 由 和 的 定义 可 知 om ai=ontl, 进而 ,因为 4 在 分 
中 稠密 ,- 对 每 个 2E 0* 均 有 BE4 使 得 85E an+l 于 是 56 
in4=a", 这 表明 甸 =ar+ or!， 从 而 我 们 有 加 引 群 的 同 构 


A 
入 入 入 Q7 十 Qn+1 
4 一 0 /1 af 一 一 天 关 aa/ar 站 af 一 Q2/antl 一 4 
Q2 二 


aa26l。 . 


再 由 Gu(4) 和 Gu( 公 ) 中 的 乘法 定义 即 知 这 两 个 环 是 同 构 的 ， 重 
引 理 25 设 a 为 环 4 的 理想 ,4 对 于 a-adic 拓扑 是 完备 的 ， 


M 为 玉 - 模 , 门 %%=(0)， 但 灾 了 =(0). 如 果 Ge(M) 是 有 限 生成 


0 


Ga(4)- 模 , 则 4 为 有 限 生 成 4- 模 ， 

证 明 设 CoCUN)=Ga(4) 元 + Go(4)5oziEac 一 
一 acer+1 ,于 是 deg 元 ,= e;。 我 们 要 证 玖 = 4zi+ .+ 4zw 

对 每 个 如 E 太 , 设 zEa 有 一 0 型 0， 则 0 天 IE 


”ar ， 于 是 有 aliE EQ”: -使 得 而 = 开本 和 1 生 


及 
aieiy/anreat+l(1<si<2)，。， 于 是 wa 一 2 一 aowiEant+lM。 又 


= 
令 妇 Ean 4 一 on , 则 mmi 同样 地 可 有 人 妇 一 闻 aaav 
1 


En 027EG07 一 (Ti1<7)。 一 般 地 ,我们 有 2 一 全 一 


一 GuidrEant1 90EGoa” (si 魏 2)， 于 是 对 每 个 1 >》 ， 
放 1 厉害 上 


ai 收敛. 由 于 4 完备 ,从 而 > ,ai=aiE4， 于 是 对 每 个 & 盖 0 均 
kx=1 


有 


- 开 ( 一 oj 


1 一 9 十 】 


为 ao 


= 2 一 | 器 aijziEoe ， 


1 一 、 有 一 二】 
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几 


由 于 和 门 肥 (0) ,有 从 而 必 一 半 aizoosE4, 这 吉 证 明了 寻 一 4z 


3P0 一 上 
二 二 4 
系 设 " 为 环 4 的 理想 ， 们 = (0)，4 对 于 ar-adic 拓扑 完 
了 20 
备 ， 如 果 Cu(4) 为 Noether 环 , 则 4 为 Noether 环 ， 
证 明 对 王 4 的 每 个 理想 b,Gu(p) 二 Se 是 Ga(4) 


-的 理想 ,从 而 Ga(Cb) 为 有 限 生 成 GeC4)- 模 .由 于 f ] ae 三 人 io 


及 P 0 ?PP0 


= (0)， 根 据 引 理 25 知 5 为 有 限 生 成 4- 模 。 这 就 表明 4 是 
Noether 环 . 


定理 9 设 a 是 环 4 的 理想 ， 站 oa"=(0)。 入 为 a-adic 拓 四 


#%>0 
环 4 的 完备 化 ， 如 果 4 为 Noether 环 , 则 人 在 也 为 Noether 环 ， 
证 明 由 引 理 4 知 Ga(4) 为 Noether 环 。 再 由 引 理 24 知 
Gi( 全 ) 为 Noether 环 . 由 于 人 门 0= 一 门 尾 =(0)， 而 全 对 于 4- 


nZ0 ?DZ 0 


adic 拓扑 是 完备 的 , 从 而 由 引 理 25 的 系 可 知 过 为 Noether 环 ，| 
作为 完备 化 的 一 个 应 用 ,我们 来 证 明 : 正 则 Noether 局 部 环 必 
为 整 环 。 这 首先 需要 : 
引 理 26 设 s 为 环 4 的 理想 , fo=(0)。 如果 Ga(4) 为 束 
3P0 


环 ， 则 4 为 整 环 . 
证 明 设 r,yE4,ys 关 0 ys0. 则 zEar 一 artlyEa 一 02+1， 
7,8>0. 于 是 0 关 互 EaryarISEGCao04) SSyYEa/a SGao(4). 
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由 于 Cu(4 ) 为 整 环 ,从 而 0SzyEart/ar+e+l， 于 是 xy 关 0。 即 
4 为 整 环 . 和 
系 ， 正 则 Noether 局 部 环 ( 4 ,m) 必 为 整 环 ， 


证 明 ”我 们 有 人] m"= (0)， 由 正则 人 性 定义 知 Gm (4) 同 构 于 
# 0 


多 项 式 环 R[，…t]，R=4/m,d=dim4。 于 是 Gm(4) 为 整 
环 , 从 而 4 也 为 整 环 . | 

注 记 本 世纪 五 十 年 代 , 采 用 同调 代数 方 靶 证 明了 ,每 个 正则 
Noether 局 部 环 均 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 这 是 同调 代数 在 环 论 中 
发 挥 作用 的 较 早 例 子 . 


定理 10 设 (4,m) 为 Noether 局 部 环 ， 则 : 4 为 正则 Noe- 
ther 局 部 环 代 字 公 为 正则 Noether 局 部 环 . 

证 明 ”由 于 4 为 Noether 环 ,从 而 在 也 是 Noether 环 (定理 9) . 
由 妈 /m 关 4/m， 可 知 押 为 全 的 极 大 理想 .进而 ,对 每 个 rE 赔 ,1 一 
% 有 道 元 素 1 二 g 十 22 十 .十 084 十。， 所 友 ( 由 于 ze" Emn， 可 知 工 十 
z+ +oa 十 , 收 伍 ， 并 且 易 证 它 为 1 一 z 的 逆 ) .于 是 xEr( 人 ) 
( 双 的 大 根 )， 即 由 7 (全 )。 这 表明 抽 为 全 的 唯一 极 大 理想 ,从 
而 他 为 局 部 环 ， 由 4/m" 兰 全 / mn" 可知 XYw (a)=Xh Ca)。 于 是 
dim4-=-dim 全 ， 又 因为 R= 4/ms 信 /人 ，GCA 4)<Gna(4)。 所 
以 ; 4 正则 所 地 Cn(4) 宕 [有 8， qd 一 dim4 生 68 (4 人) 宕 
KR[ 二 td 一 dim4 和 > 全 正则 |! 


例 1 设 忆 为 域 ,4=RLzi om 一 (Z1，… Za)， 则 局 
部 环 4m 的 完备 化 为 人 na 一 RF[zi，………，zn]]( 形 式 寡 级 数 环 ) . 不 难 
看 出 ,Gh(4nw ) 同 构 于 Rh ,2 一 dim4=dim4nw。 和 包 王 器 
4m。 从 而 仿 射 空间 Re" 在 原点 的 局 部 环 4nm 为 正 则 Noether 局 部 
环 , 而 4m 的 完备 化 全 mn 一 [[zi,- …，z]] 也 是 正则 Noether 局 部 
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环 . 

例 2 4=Zc 才 示 乙 对 于 素 理 想 2Z 的 局 部 化 ， 于 是 (4， 
p4) 为 Noether 局 部 环 ， 以 全 表 示 4 对 于 p-adic 拓扑 的 完备 化 ， 
邓 叫 作 是 P-adic 整数 环 ， 其 中 每 个 元 素 均 唯 一 表达 成 <= ao+ am 
六 +az02 二 Tanpn + 0soaisD 一 1。C& 叫 作 是 padic 整 
数 ，4 是 整 环 ,其 商 域 叫 p-adic 数 域 , 通 常 表示 成 Q,。 更 一 般 地 ， 
设 天 是 代数 数 域 , 0 是 它 的 代数 整数 环 。 对 于 0 的 每 个 素 理 想 p， 
0 是 0 对 于 的 局 部 化 ， 以 Op 表 示 Noether 局 部 整 斌 Op 对 于 
bp-adic 拓扑 的 完备 化 (对 于 Dedekind 整 环 0 的 素 理 想 p, 显 然 
站 天 =(69))， 整 环 O 的 商 域 通常 记 成 玉 n, 叫 作 是 开 在 ?的 局 
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部 域 。 由 全 体 局 部 域 EC(0) SPESpec 0 ) 来 把 握 五 的 性 质 , 是 代 
数 数论 中 一 种 重要 的 研究 手段 . 
习 题 

1， 求证 一 维 正 则 Noether 局 部 环 是 离散 赋值 环 。 

2.， 设 4 为 Noether 环 , 肛 为 有 限 生 成 4- 模 ,a 为 4 的 理想 ,二 , 诊 分 别 是 
4 和 天 对 于 o-adic 拓 扑 的 完备 化 ,求证 有 全- 模 自 然 同 构 政 关 4@.M 

3. 设 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 ,M,N,G 均 为 有 限 生 成 4- 模 。 才 ， 
应, 育 ,G 分 别 为 4,1,N,G 对 于 a-adic 拓扑 的 完备 化 。 

(1) 车 f:M >N 为 4- 模 同 态 。 求 证 了 是 拓扑 4- 模 的 连续 同 态 ( 对 于 a- 
adic 拓扑 ) ,特别 地 ,了 将 政 中 Cauchy 序 列 (极限 为 (的 序列 ) 映 成 万 中 Cauchy 
序列 (极限 为 0 序列 )。 由 此 自然 诱导 出 4- 模 同 态 广 : 故 一 食 . 

C2) 车 内 于 W 双 G 为 4 模 正 合 序列 ,求证 旋 少 方 且 6 为 个- 模 正 合 序列 ， 

(3) 求证 二 为 平坦 4- 模 。 

4. 设 4={f:R 一 有 11 为 无 穷 次 可 微 实 函数 }。 在 4 中 定义 

(7 二 g)(z) =Az) 士 g(r)，(J1g)(z)=1 (xz)8g(z) (zeER)。 

求证 ,4 由 此 形成 环 ,mm= tre 4 一 0 是 4 的 极 大 理想 ,并 且 人 普 " 二 
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(0)。 

5. 设 4 为 Noether 环 ，o 为 4 的 理想 。 求 证 以 下 四 个 命题 彼此 等 价 ， 

(1) Er(C4)(C4 的 大 根 )3 

(2) 每 个 有 限 生 成 4- 模 对 于 a-adic 拓扑 均 是 Hausdorff 空 间 ， 

《3) 对 每 个 有 限 生成 4- 模 1 ,2 的 子 模 对 于 a-adic 拓扑 均 是 到 的 闭 
集 ; 

《4) 4 的 每 个 极 大 理想 对 于 a-adic 拓扑 均 是 4 的 闭 集 。 

6. 4 为 Noether 环 ,a 为 4 的 理想 ,对 为 有 限 生 成 4- 横 ,Mi，M, 为 开 
的 4- 子 模 ,4, 存 , 想 ,, 褒 , 分 别 为 它们 对 a-adic 拓扑 的 完备 化 ,求证 

(1) (二 = 下 十 朴 ，(i mn 一 下 站 下 ， 

(MI 一 ( 政 ，: 故 )， 

(2) 设 65: 为 4 的 理想 。 求证 (5.0)=60:。 

7. 设 4 为 Noether 整 环 ,天 为 4 的 商 域 , 4 六 到 。a 为 4 的 理想 ,a 荆 4。 
求证 4 的 a-adic 拓扑 与 4 作为 ao-adic 拓 扑 室 间 开 之 子 空间 的 诱导 拓扑 是 不 
一 致 的 ,并 且 4 对 于 后 一 拓扑 不 是 Hausdorff 空间 。 
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附录 ”关于 域 的 扩张 


设 下 和 九 是 两 个 域 。 如 果 天 是 王 的 子 域 , 则 称 忆 为 无 的 扩 域 或 扩张 。 这 
样 一 对 域 通常 表示 成 妃 /到 。 

设 下 /天 和 罗 / 民 均 是 域 的 扩张 。 如 果 op: 一 下 是 域 的 单 同 态 (或 称 作 
是 域 的 嵌入 ) ,并 且 p 在 到 上 的 限制 pl x 是 域 下 的 恒 等 自 同 构 , 则 称 p 是 灭 " 


再 入 。 例 如 ,着 工 是 域 卫 的 加 法 无 限 阶 元 素 , 则 p:Q-> 且 ,到 一 下 (maE 


Z ,xn 半 0) 是 域 的 民 入 , 即 邓 中 有 子 域 fa'1lecEQ} 同 构 于 Q。 我 们 将 {c'1llc 
EQ} 等 同 于 Q,， 它 也 是 不 中 最 小 的 子 域 , 称 作 是 五 的 素 域 .而 这 时 域 环 叫 作 特 
征 为 零 . 如 果 1 工 是 到 中 加 法 有 限 阶 元 素 , 则 1 的 阶 必 为 素数 2 。 这 时 正中 最 
小 子 域 为 了 元 域 P。 称 已, 为 下 的 素 域 , 而 这 时 域 玉 叫 作 特征 为 P。 于 是 按 
照 1 的 加 法 阶 特性 我 们 把 域 分 成 两 大 类 :特征 为 零 或 特征 为 素数 p。 当 五 的 
特征 为 2 时， 对 于 任意 wa,BE 开 (x+b)P 一 am 十 6 

现在 谈 域 扩张 的 分 类 。 设 丈 / 天 为 域 的 扩张 。 双 作为 域 下 上 向 量 空间 ， 
其 维 数 dimx 闵 叫 作 是 扩张 下 /天 的 次 数 ,表示 成 [到 : 下 ]。 如 果 [ 五 :下 ] 有 限 ， 
则 称 丈 / 刁 是 有 限 ( 次 ) 扩 张 。 否 则 叫 无 限 ( 次 ) 扩 张 。 利用 简单 的 线性 代数 知 
识 即 可 证 得 ,车 丈 / 素 和 矶 / 玉 均 为 域 的 扩张 ， 则 [再 : 开 ] 一 [加 : 玉 ] [ 瑟 : 下 ]。 
特别 地 , 召 / 改 为 有 限 扩 张 所 > 怠 / 丸 和 五 / 玉 均 为 有 限 扩 张 。 

设 BR/ 下 为 域 的 扩张 。 如 果 存 在 三 的 子 集 S ， 使 得 玉 = 天 (S) 〈 右 边 表 
示 克 中 包含 和 US 的 最 小 子 域 ), 则 称 丸 是 S 在 天 上 生成 的 。 特 别 若 SS 为 有 限 
集 , 而 刃 = 天 (8S)= 开 (ac aa), 则 称 丸 /天 是 有 限 生成 扩张 .又 车 3={c}， 
而 下 = 天 (oa)(wE)， 则 称 刀 /天 是 单 扩 张 。 易 知 有 限 扩张 一 定 是 有 限 生 成 
扩张 。 但 反之 不 然 。 (其 原因 参考 下 面 的 (一 ).) 

设 到/ 大 为 域 的 扩张 ,gcE 克 如果 存 在 非 零 多 项 式 帮 (zxz)EK[z], 使 得 f(c) 
= 一 0;, 则 称 a 为 尼 上 代数 元 素 , 或 叫 在 开 上 代数。 这 时 , 民 [z] 中 存在 唯一 的 
首 一 ( 即 最 高 次 项 系数 为 1) 多 项 式 fx), 使 得 ，(1) f(a) 一 0，(2) g(z)E 
开 Fzl,g(a=0fz)1g(z)。 称 f(z) 为 ac 在 KK 上 的 极 小 多 项 式 . 如 果 < 在 瑟 
上 不 是 代数 元 素 , 即 c 不 是 和 zx] 中 任何 非 零 多 项 式 的 根 ,， 则 称 a 为 瑟 上 的 
超越 元 素 , 或 叫 w 在 K 上 超越 .如 果 下 中 每 个 元 素 在 开 上 均 是 代数 的 ， 则 称 
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瑟 / 丘 为 代数 扩张 。 否则 ， 即 到 中 至 少 有 一 个 元 素 在 六 上 是 超越 的 ， 则 称 
到 /天 为 超越 扩张 ， 这 两 种 扩张 的 最 本 质 区 别 是 

《一 ) 设 己 / 所 为 域 的 扩张 ，aE 三 . 

《1) 车 a 在 开 上 代数 . 令 f(z) 为 在 玉 上 的 极 小 多 项 式 ,degf(z) 一 2 之 
1, 则 天 [ca]= 天 (cc) ( 的 子 域 ),1,a as" :为 下 -向 量 空间 天 (c) 的 一 组 
基 , 从 而 [ 尼 (c): 开 ] 一 %。f(x) 为 多 项 式 环 天 [xz] 中 不 可 约 多 项 式 , 从 而 
玉 [zJ/(GCz)) 为 域 .并 且 有 域 的 自然 同 构 :, 开 [x]/(CFKz))S 开 (a) ,8g(z) (mod 
J(z))r>g(a)。 

(2) 如 果 ax 在 下 上 超越 ， 则 环 尽 [c] 自 然 同 构 于 多 项 式 环 及 [z]， 而 域 
忌 (c) 自 然 同 构 于 有 理 函 数 域 玉 (z), 从 而 天 (ca)/ 到 为 无 限 扩张 (但 这 是 有 限 
生成 扩张 )。 


设 刀 / 天 为 域 的 扩张 ,casE 玉 我 们 称 {a 和 ,as} 在 K 上 是 代数 
相关 的 ， 是 指 存在 非 等 多项式 几 zi……zn)E[Lz zw] 使 得 Fa 
as) 王 0。 反之, 如果 不 存在 非 堆 多 项 式 fr …，zs)E 下 [zz 使 得 
Fa) 一 0) 则 称 {fwc cs} 在 天 上 代数 无 关 . 更 一 般 地 , 忆 的 一 个 子 
集 S( 可 能 是 无 限 子 集 ) 叫 作 在 下 上 代数 无 关 ,是 指 8 的 每 个 非 空 有 限 子 集 均 
在 天 上 代数 无 关 。 可 以 证 明 ， 若 8 和 刀 均 是 下 的 极 大 天 -代数 无 关子 集 ， 则 
1S|==| 呈 |。 换 句 话说， 到 中 所 有 极 大 羽 -代数 无 关子 集 有 相同 的 势 数 。 这 
个 势 数 叫 作 是 扩张 五 /六 的 超越 次 数 ， 例 如 设 天 为 域 ,z 为 未 定 元 ,下 一 尼 (z) 
为 尼 上 关于 y 的 有 理 函 数 域 。 不 难 证 明 ,对 每 个 wxE 尺 一 玉 ，< 在 到 上 超越 ， 
并 且 罗 / 丘 (a) 是 代数 扩张 。 于 是 {a} 为 下 的 极 大 羽 - 代 数 无 闫 集合。 从 而 
瑟 (z)/ 瑟 的 超越 次 数 为 1。 类似 地 , 瑟 (zza)/ 瑟 的 超越 次 数 为 %， 

以 下 着 重 谈 代数 扩张 。 下 面 是 代数 扩张 的 最 基本 性 质 。 

(二 ) 〈1) 有 限 扩 张 必 为 代数 扩张 。 

(2) 设 PR/ 天 为 有 限 生成 扩张 , 刀 一 下 (caa)。 如 果 在 及 上 均 
是 代数 的 (1 委 : 生 0 , 则 忆 / 反 为 有 限 扩张 ,从 而 也 是 代数 扩张 ， 

(3) 若 瑟 /正太 / 玫 均 是 代数 扩张 , 则 加 / 必 也 是 代数 扩张 。 

《4) 设 /下 为 域 的 扩张 , 好 ={aEla 在 五 上 代数 } 则 克 为 三 / 慌 的 
中 间 域 ( 即 戏 为 域 并 且 下 三 允 三 天 )。 

(5) 设 羽 为 任意 域 , 则 存在 域 幼 使 得 ， (ac) 9/ 下 为 代数 扩张 ,(2)》 至 [z] 
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中 每 个 非 零 多 项 式 f(z) 在 Q 中 均 有 根 .( 这 也 等 价 于 说 :jz) 的 全 部 根 均 在 9 
之 中 。 或 者 还 可 说 成 ,f(z) 在 2[s] 中 分 解 成 一 些 一 次 多 项 式 之 积 ，) 我 们 称 
9 是 玉 的 代数 闵 包 。 天 的 任意 两 个 代数 闭 包 都 是 同 构 的 . 即 天 的 代数 闭 包 本 
质 上 只 有 一 个 ， 如 果 域 下 等 于 它 的 代数 闲 包 吕 , 则 称 天 是 代数 封闭 域 。 熟知 
的 复数 域 C 是 代数 封闭 域 。 (注意 ,C/Q 是 超越 扩张 。 例 如 er log 2 均 在 Q 
上 超越 ,但 是 Q 在 C 中 有 唯一 的 代数 闭 包 。) 

(6) 设 五 为 域 ,2 为 开 的 一 个 代数 闭 包 ， 对 于 每 个 0 挟 f(z)E 匹 [xz]，deg 
f(z) 一 maP1l。 则 fc)=a(z 一 ac (zz 一 ca asEDa 为 了 的 首 项 
系数 ， 我 们 称 到 (ac … ,av) 为 jz) 在 玉 上 的 分 裂 域 。 这 也 是 另 / 开 的 最 小 
中 间 域 ,使 得 f(z) 在 其 上 可 分 解 成 一 次 多 项 式 之 积 ， 如 果 2 和 9 是正 的 
两 个 代数 闲 包 ,N 和 N' 分 别 是 9 和 8' 中 jz) 在 玉 上 的 分 裂 域 , 则 W 和 
N' 同 构 。 换 句 话说 ,f(z) E 天 [z] 在 忆 上 的 分 型 域 本 质 上 只 有 一 个 。 

(7) 设 忆 为 域 ,9 为 开 的 代数 闲 包 。f(z) 为 下 Fo 中 不 可 约 首 一 多 项 式 ， 
(z)=(z 一 ah) (7 一 xn) 一 degfD1aiED。 令 wa=ai。 王 = 及 (ac)。 则 
对 每 个 i1<i 委 轨 均 存在 唯一 的 开 - 肛 人 0: 瑟 - 吕 ,使 得 mi (a) 一 ai。 并 且 
每 个 开 - 赎 入 五 ~ 人 均 有 如 此 形式 。 于 是 五 到 2 中 的 天 -做 人 个 数 等 于 ca 的 
极 小 多 项 式 f(z) 的 相 异 根 个 数 ， 元 素 w 均 叫 作 是 “ 的 龙 - 共 孝 元 素 ， 


最 后 谈 域 扩张 的 可 分 性 . 设 石 为 域 ,jz)ERrzldegfZ1。， 称 jz) 为 下 
上 (或 盏 [xz] 中 ) 可 分 和 多项式, 是 指 jz) 在 尺 [z] 中 的 每 个 不 可 约 因子 均 没 有 
重 根 。 例 如 jz) = 和 一 2 zx 二 1 是 Q 上 的 可 分 多 项 式 。 因 为 J(z) 在 Qrz] 中 
的 不 可 约 因子 > 一 1 有 重 根 。 

可 以 证 明 :如 果 吾 是 特征 为 零 的 域 , 则 刀 fx] 中 每 个 多 项 式 均 是 可 分 的 ， 
耐 当 召 的 特征 为 素数 p 时 ,对 于 每 个 aE 互 ,如 果 a 竺 书 ? 一 [07 有 2E 玉 } , 则 了 7 一 
& 便 是 下 [xz] 中 一 个 不 可 分 的 不 可 约 多 项 式 ， 

设 刀 / 丸 是 域 的 代数 扩张 ,wxE 吾 . 称 c 在 已 上 可 分 ， 是 指 是 尺 [Fz] 中 某 个 
可 分 多 项 式 的 根 。 这 也 相当 于 说 a 在 丸 上 的 极 小 多 项 式 无 重 根 。 如 果 刀 中 
每 个 元 豆 在 妨 上 均 可 分 , 则 称 至/ 六 为 可 分 扩张 . 可 分 扩张 有 如 下 一 些 重要 
性 质 ， 

(三 ) (1 有 限 可 分 扩张 必 为 单 扩张 . 

《2) 设 召 / 刀 为 有 限 可 分 扩张 , 玉 = 天 (ec)[ 民 1 王 2。 8z) 为 和 在 硬 上 
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的 极 小 多 项 式 . 则 jz)=(z 一 az 一 aocED(O 为 妞 的 代数 闲 包 )，a 
一 aol。 而 ca 的 歹 - 共 弧 元 素 ai(C1<i 和 0) 两 两 不 同 。 从 而 恰好 有 郊 个 已 - 颈 入 
0 五 一 也 ,其 中 w(a) 二 ai。 


设 吾 / 丈 是 域 的 代数 扩张 .xcE 瑟 , 称 & 在 已 上 旨 不 可 分 ,是 指 c 在 玉 上 的 
极 小 多 项 式 fxz) 在 如 的 一 个 代数 闭 包 呈 中 只 有 一 个 根 gc。 这 也 相当 于 说 ， 
f(z) 在 [xz] 中 分 解 成 jz) 一 (z 一 am” m 一 degf(z)、 例 如 ， 丈 中 每 个 元 素 
在 刃 上 均 是 纯 不 可 分 的 ( 取 束 =1)。 又 如 : 令 如 一 Rs (有 人 7) 下 一 下 ( 蕊 ， 则 元 
素 如 ?2E 五 在 马上 的 极 小 多 项 式 为 jz) 三 22 一 所 它 只 有 一 个 根 站 ，《〈22 一 
E 一 (Z 一 姑 20)77 从 而 ”在 尼 s(b 上 纯 不 可 分 。 如 果 召 中 每 个 元 素 在 丸 上 均 
纯 不 可 分 , 则 称 妃 / 友 为 缉 不 可 分 扩张 。 

(四 ) (D) 设 允 / 克 为 域 的 代数 扩张 , 令 到 = ftaE 吾 la 在 玉 上 可 分 }， 则 
到 是 至 /五 的 中 间 域 ,并 且 .2h/ 克 为 可 分 扩张 , 怪 / 开 为 纯 不 可 分 扩张 。 

(2) 设 思 / 刁 是 有 限 纯 不 可 分 扩张 。 如 果 瑟 六 已 , 则 司 ( 从 而 下 ) 的 特征 必 
为 素数 p ,并且 有 14 一 芳 (!>1) ,使 得 吾 < 三 万 。 
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双 线 性 映射 48 


5 


五 


正 会 序列 29 
正规 化 引 理 250 
正则 局 部 环 248 
可 约 的 

人 代数 集合 185 

一 理想 117 
可 逆 理 想 156 
可 分 解 的 101 
平坦 模 52 
平面 代数 曲线 180 
代数 188 
代数 元 素 133 
代数 能 ”185 
代数 同 态 190 
代数 集合 178 

全 的 同 构 194 
代数 封闭 域 ”179 
包含 映射 3 
主 分 式 理想 155 
主 分 式 理想 群 172 
半 局 部 环 8 


吨 


加 


加 
VAN 
有 理 代数 叉 ”199 


有 理 范 数 193 
有 理 困 数 域 ”193 
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有 理 映射 ”197 
互 逆 ~ 198 
有 限 生成 模 20 
扩张 3 
扩张 理想 3 
全 分 式 环 85 
合成 列 122 
自由 模 23 
多 项 式 函 数 环 192 
多 项 式 映 射 ”194 
交 
理想 的 一 ! 
模 的 ~ ”19 
交换 代数 188 
有 限 生 成 的 ~ 189 
交换 图 30 
齐 次 元 素 230 
齐 次 分 量 228，230 
齐 次 理想 ”235 


投射 模 42 
捏 子 模 21 
扭 元 素 21 
坐标 环 215 
系数 环 15 
判别 式 208 
代数 整 环 的 ~ 209 
完备 的 258 
完备 化 ”258 
初等 因子 66 
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张 量 积 47 
局 部 环 8 
局 部 化 79，87 
局 部 性 质 93 
局 部 维 数 ”250 
八 画 
极 大 条 件 111 
极 大 理想 5 
极 大 谱 〇 8 
极 小 条 件 121，125 
极 小 准 素 分 解 102 
极 小 素 理 想 103 
极限 257 
拓扑 环 ”253 
拓扑 模 253 
拓扑 群 253 
范 163 
忠实 模 16 
和 
理想 的 ~ 1 
模 的 ~ 19 
人 饱和 的 84 
他 和 化 110 
孤立 集合 107 
孤立 素 理想 103 
孤立 准 素 分 支 103 
参数 系 246 
限制 3 
限制 理想 3 
单 模 22，122 


线性 无 关 23 


线性 相关 23 
九 画 
迹 163 
降 链 条 件 121，125 
十 画 
核 18 
根 12 
根 式 理想 183 
到 理想 4 
束 谱 8 
秩 26 
特征 多 项 式 ”241 
高 245 
离散 赋 值 146 
离散 赋值 环 147 
谁 素 的 99 
众 素 分 解 式 101 
淮 素 分 支 ”101 
十 一 画 
理想 
人 的 和 1 
全 的 交 1 
一 的 积 2 
一 的 商 2 
理想 类 172 
理想 类 群 172 
理想 类 数 173 


基 23 
第 一 提升 定理 140 
第 二 提升 定理 140 
维 数 

环 的 Kurli 个 128 

代数 镰 的 ~ 201 
痪 模 17 
商 域 75 

十 二 画 

距离 ”256 


代入 准 素 分 支 103 
堪 入 素 理 想 103 
赋值 环 145 
离散 ~ 147 

剩 祭 类 次 数 214 
短 正 合 序列 30 
循环 模 ”19 

夭 霍 根 12 


十 三 


淮 因 子 2 
零 化 理想 2，21 
群 代 数 190 


十 加 


硬 


剧 


一 的 和 19 
一 的 交 19 
全 的 直 和 ”20 
人 的 直 积 20 
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整 环 2 

整 元 素 133 
整 团 的 136 

整 闲 包 136 

整 肝 整 环 138 
整 性 扩张 136 
整 性 相关 方程 133 
整 基 206 


Artin 环 125 
Artin 环 结构 定理 129 
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Artin 和 仿 121 
Artin-Rees 引 理 233 
Cauchy 序 列 257 
Dedekind 整 环 152 
Hilbert 多 项 式 238 
Hilbert 基 定 理 115 
Hilbert 零点 定理 182 
Hilbert-Serre 定理 236 
Jacobson 根 12 
Krull 主 理想 定理 248 
Noether 环 114 
Noether 模 111 
PoincarE 级 数 236 
Zorn 引 理 6 


